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GÉOMÉTRIE 


Nombres complexes 


Connaissances nécessaires à ce chapitre 


» Factoriser une expression > Connaître les définitions et les valeurs particulières pour le 


> Utiliser les formules de géométrie dans les repères sinus et le cosinus des angles de vecteurs 


> Représenter des angles sur un cercle trigonométrique 


Des ressources numériques pour préparer (@ 


Auto-évaluation le chapitre sur manuel.sesamath.net 
On considère le cercle trigonométrique ci-contre 
> > 
1) Factoriser les expressions suivantes lorsque c'est dans un repère orthonormé (o eo) ). 
possible : 3 M 
2 2 2 Ma 
A(x)=4-—x" B(x)=4x7—16 C(x)= x° +25. 
2) En utilisant le discriminant donner, lorsque c’est M; R Mı 
possible, une factorisation des expressions 
suivantes : Ms 
Me 
F(x) =x —5x+6 ; G(x) = x? — 5x +7. M7 
1) Donner une valeur en radians pour les angles : 
On se pl d è th é on. > 
place dans un repère orthonormé (, OM) pour i de 1 à 8. 
> > A . | ? 
O; i,j i On considère les points A(—3 ; 7), 2) Placer sur le cercle les points tels que : 
B(—2; 1) et le vecteur #(1; —2). 
1) Déterminer les coordonnées des vecteurs suivants : (7,06) = —7/3, E OR) = 117/4 
kem j | 
3) On pose a; = (i, OM). Déterminer cos(«;) et 
sin(a;). 
. | A+ T | ` IEJ Déterminer une solution des équations 
suivantes : 5 
1 - 3 
Optimized using 1) cos(x) = : 2) sin(x) = re 


trial version 
www.balesio.com 


Activités d'approche 


L'imagination est sans limite ! 


1) L'ensemble de nombres le plus simple est celui de nombres entiers naturels, noté IN et qui 
contient les nombres que vous connaissez depuis longtemps : 0;1;2;3.. 
a) Quel est le nombre entier naturel qui ajouté à 7 donne 12? 

b) Quel est le nombre entier naturel qui ajouté à 12 donne 7? 

2) L'exemple précédent montre que l’ensemble IN est «insuffisant » car certaines équations 
simples n’y trouvent pas de solution. On peut alors utiliser l'ensemble des entiers relatifs, 
noté Z, et qui contient N et les opposés des entiers naturels (par exemple : —3 ; —2). 

a) Résoudre dans N puis dans Z l'équation : 2x + 8 = 0. 
b) Même question avec l'équation : 2x +7 = 0. 

3) De nouveau l’ensemble Z est en quelque sorte insuffisant pour exprimer les solutions de 
certaines équations. 

a) De quel autre ensemble de nombres a-t-on au minimum besoin pour que l'équation du 
2x +7 = 0 ait une solution ? 

b) Dans ce nouvel ensemble quelles sont les solutions de l'équation : 9x? = 16? 

c) Décrire l’ensemble de nombres dont on a besoin au minimum pour que l'équation précé- 
dente ait une solution. On notera Q cet ensemble. 

4) Modifier l'équation précédente pour qu'elle n’admette pas de solution dans l’ensemble des 
rationnels. Dans quel ensemble faut-il travailler pour pouvoir dire qu’elle a deux solutions ? 

5) Que pouvez-vous dire de l'équation x? + 1 = 0 en terme de solutions dans les ensembles de 
nombres précédents ? 

6) Compléter le schéma commencé ci-dessous, qui montre les inclusions successives des 
ensembles de nombres en donnant à chaque fois une équation qui n’a pas de solution dans 
l’ensemble, mais en a une dans le suivant. 


2,5:l,7:-25, 


vieille histoire... équation de Bombelli 


aissance, les mathématiciens Girolamo Cardano (1501-1576), Scipione Del 
Niccolò Fontana (1499-1557) trouvèrent une méthode pour résoudre les 
rois du type x? + px +q = 0. Le principe général était acquis mais bu- 
e l'équation de Bombelli (1526-1572) : x? — 15x — 4 = 0. Or pour cette 


bmbelli savait qu'il y avait trois solutions dont une évidente! 
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Activités d'approche 


1) Point de départ de la méthode dite de Cardan 
a) On pose x = u + v. Et on cherche les valeurs de x telles que x°? — 15x — 4 = 0. En utilisant 
que (u +v)? = u? + 3u?v + 3vu? + v’, démontrer que u et v doivent satisfaire l'équation : 


(u? +0) + Suv(u +v) — 15(u +v) — 4 = 0. 
b) En déduire que u et v sont solutions de l'équation : 


(u? +03) — 4 + (Buv — 15)(u + v) = 0. 


c) Expliquer pourquoi on aura trouvé une solution dès que l’on obtient u et v solutions du 
système : 


w+ = 4 
l uxv = 15 

d) Démontrer alors que les nombres u? et v? sont solutions de l'équation : X? — 4X +125 = 0. 
Puis expliquer pourquoi on ne pourra pas ainsi déterminer u et v (et par conséquent la 
solution connue). 

2) Le tour de passe-passe de Bombelli. 

a) Néanmoins des solutions existaient et Bombelli pensait que la méthode devait les donner. 
Il décida alors de terminer le calcul en utilisant un nombre « imaginaire » que nous note- 
rons V—1. À l’aide de cette notation, expliquer pourquoi l'équation X? — 4X + 125 = 0 a 
alors deux solutions : 2 — 11V =1 et 2 + 11y=1. 

b) Vérifier alors que : (2 + VZT)’ = 2 — 11V—1 et que (2 — VZT)? = 2 +11 V51. 

c) En déduire que la méthode permet bien de retrouver une solution attendue pour l'équa- 
tion de Bombelli. 

d) À l’aide d’un logiciel de calcul formel comme Xcas effectuer une résolution de l'équation 
et comparer aux résultats obtenus. 


Repérage par angle et rayon 


Le plan est muni d’un repère orthonormé (O ; T7, T) : 
1) Représenter dans ce repère les points suivants : 


a) les points M tels que IOMI = 3 puis N tels que (#,0N) = 


b) le point E vérifiant les deux conditions précédentes ; 


c) les points P tels que (v, OÈ) = — a 


4 g: 
d) le point A tel que loÀ| =2et (#,0À) = 5, 
e) le point B tel que IOË| =let (x, OÀ) = +; 

dd OÈ = 2et (7,04) = 2. 


mnées des points A, B et C. 


iule générale permettant de calculer les coordonnées d’un point M connais- 


=> 
[OM]. 
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Cours - Méthodes 


Forme algébrique et représentation d’un nombre complexe 


A. Définition et vocabulaire 


BTHÉORÈME 


LExemples. 

e Les nombres —1 ; 0; 3/4; V2 sont des nombres réels donc ce sont aussi des éléments de C. 
e À l’aide du nombre i et de la multiplication : —i; 2i ; iv2... sont aussi dans C. 

e Avec les additions, les nombres suivants sont aussi dans C : —1 +i; V2 + ai. 


E DÉFINITION 


REMARQUES : 
m Lorsque Im(z) = 0, z = a est réel. 
m Lorsque Re(z) = 0, z = ib est appelé imaginaire pur. 


MAC] Réduire un complexe à sa forme algébrique > Ex. EE] p. 249 


Exercice d'application 


Soient zı = 1 + 2i, z = —1 + i, des nombres complexes. Déterminer les 
parties réelles et imaginaires des complexes : Z3 = Z1 X Z2, Z4 = 21. 


z3 = (1+ 2i)(—1 +i) = -1 +i- 2i +2? = —1 -i -2 = -3 — i. 
_ Donc Re(z3) = —3 et Im(z3) = —1. 
E za = (1 + 2i)? = 1 + 4i + (2i)? = 1 +4i — 4 = —3 + 4i. Donc Re(z4) = —3 et Im(z4) = 4. 


E THÉORÈME 
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Cours - Méthodes 


P PREUVE 
Soient z1 = 41 + ib1 et z2 = a2 + ib2 deux complexes tels que z1 = 22. 


Z = 2 4> m +ib = 02 +ib) 4> a — ma = i(b2 — b1) (1) 
4j — a | 
b-b 
41—42 , j A nes 
DE étant un réel, on aboutit à une contradiction. 
2 — D] 


Donc bı = bz et on déduit alors de (1) que a4 — a2 = 0 donc a; = &. 


i; 


Raisonnons par l'absurde : si b2} Æ b alors 


La réciproque est claire. 


L Exemple _ Soit z = 2x — 1 + i(3 — y), x € R et y € R, un complexe. 


1 
On a z = 0 si et seulement si 2x — 1 = 0 et 3 — y = 0 c’est-à-dire x = 5 ty = 3. 


B. Représentation graphique des complexes 
— 
). 


— > 
Le plan est muni d'un repère orthonormé direct : (o ; OU, OV) = (O ; T, v 


M DÉFINITION 
Tout nombre complexe z = a +ib avec a,b € R peut 


être représenté dans ce repère par : 


m un unique point : M (a ; b), appelé image ue 


ponctuelle de z = a + ib. 
m un unique vecteur : OM (a ; b) appelé image 


vectorielle de z = a + ib. 
On dit que z = a +ib est l’affixe du point M et du 
— 
vecteur OM. 
— 
On note souvent M(z) ou M(a + ib) et OM(z) ou 
OM(a +ib). 


axe des réels 


REMARQUES : 

m Les complexes z = a € R sont les nombres réels et sont représentés sur l’axe des abscisses. 

m Les complexes z = ib, b € R sont les imaginaires purs et sont représentés sur l'axe des 
ordonnées. 


m Le plan est alors appelé plan complexe. 


Ī Exemple 


Dans le plan complexe, on a représenté ci-contre les 
points d’affixe z tels que 

e Re(z) —2 

e Im(z) =3 

e Re(z) = Im(z). 


Chapitre G1. Nombres complexes 233 


Cours - Méthodes 


i2, Addition, multiplication par un réel et géométrie 


On se place dans le repère orthonormé (O ; T, 7). 


A. Addition 


E THÉORÈME 


m Sizi = a +ib et z2 = a + ib) alors zı + z2 = (a1 + a2) +i(b1 + b2). 
m Siz. est l’affixe de TA et z? celle de w alors zı + z2 est l’affixe de TA + T. 


W PREUVE_ La première règle est en réalité une définition de l'addition des nombres com- 
P 8 

plexes et la seconde une conséquence directe de la formule des coordonnées de la somme des 

deux vecteurs W4 (a1 ; b1) et W3 (az ; b2). 


REMARQUE : Dans la pratique, on se passe aisément de la formule en calculant avec les règles 
habituelles puisque : (ai +ib1) + (a2 + ibo) = a; + ibn +a +ib) = a1 + a2 + i(b; } b2). 


B. Opposé d’un nombre complexe 


E THÉORÈME 
m L'opposé du nombre complexe z = a + ib est: M(z) 
: š Vi A 
z = (—a) +i(—b) = —a — ib. T 
m zest l’affixe du point M. L'opposé de z noté —z est 1! f =ø L : H | 
l’affixe du symétrique de M par rapport à l’origine. T 4 | 
m siz est l’affixe de W alors —z est l'affixe de - W. M' (=z) 
I PREUVE 


e On vérifie que z + (—z) = 0. En effet, z + (—z) = a + ib + ((—a) + (—b)i) = 0. 

e Les points M et N d'affixes respectives z et —z ont pour coordonnées (a ; b) et (—a ; —b). 
La formule des coordonnées du milieu donne : le milieu des deux points est bien l’origine 
du repère O (0 ; 0). 


+ La preuve résulte directement des coordonnées de l'opposé d’un vecteur dans un repère. 


C. Soustraction 


E THÉORÈME 


m Siz = 41 +ib; et z2 = 42 + ib2 alors z1 — z2 = 21 + (—z2) = (41 — a2) + i(b1 — b2). 
m Si TA et TA sont d’affixes respectives z1 et z2 alors TA — w est d’affixe z4 — 22. 
m Si A et B sont d’affixes z, et zg alors Zg — z4 est l’affixe de ZÈ 


W PREUVE Flle résulte des définitions et des formules des coordonnées de vecteurs dans les 
repères. 
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"i Cours - Méthodes 


Tano Utiliser les complexes en géométrie > Ex. KE p. 249 


La méthode générale consiste à : 

1) Transformer les données géométriques du texte ou les questions en terme de vecteurs puis 
de nombres complexes. 

2) Utiliser les règles de calcul pour résoudre le problème. 


Exercice d'application | 


On considère trois points A,B,C d'af- | 1) ABCD est un parallélogramme si et seulement 
fixes : si AB = DË c'est-à-dire : 
ZB—Z4A =Zc—Zp = Zp = Zc — ZB + ZA. 
za = T kaiz = leiet = g= On en déduit en remplaçant par les données : 
Zn =3—-4i-1—-i-3+2i— —1 —3Gi. 
2) I est le centre du parallélogramme équivaut à : 


ue ABCD soit un parallélogramme. — 
d P j E TEEN E 


1) Déterminer l’affixe du point D pour 


2) Déterminer les coordonnées du centre I . , 
5 On isole alors l’inconnue z; et on obtient : 
de ce parallélogramme. 

ZA + Zc 


2z; = Za +2 = Zr = 2 


En remplaçant par les données : z; = —i 


D. Multiplication d’un complexe par un réel 
BTHÉORÈME 


Soit z € C, À € R et W d'affixe z. Le complexe Àz est l’affixe du vecteur aw. 


L Exemple _ Soit A, B deux points du plan d’affixe z4 = 3 — i et zg = —2 + 3i. Le vecteur 2AË 
a pour affixe : 2(zg —z4) = 2(—5 + 4i) = —10 + 8i. 


23. Inverse et quotient de nombres complexes 


À. Conjugué d’un nombre complexe 


E DÉFINITION 
m Le conjugué d’un nombre complexe z = a + ib est le com- A a 
plexe a — ib, noté Z. MEA 
i e L T T: pe mo mm] 
m Siz est l’affixe de M, Z est l’affixe du symétrique de M par RA 
t à l'axe des réels. L ^s 
rapport à l'axe des réels i a 
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Cours - Méthodes 


W PREUVE On prouve la seconde partie de la définition. Soit M d’affixe z = a + ib et N 
d’affixe Z = a — ib. En termes de coordonnées on a M (a ; b) et N (a; —b). Donc: 

e d’une part, le milieu de [MN] a pour coordonnées (a ; 0) et appartient donc à l’axe des réels ; 
e d'autre part, on a MN (0 ; 2b), et donc MN. T =Q. 

Donc, soit M = N et dans ce cas b = 0, ce qui signifie que les deux points sont confondus sur 
l'axe des réels ; soit M Æ N et les deux constatations précédentes montrent que l'axe des réels 
est la médiatrice du segment [MN]. Dans les deux cas cela prouve le résultat. 


E THÉORÈME 
1) z +Z = 2Re(z) ; z — Z = 2ilm(z). 


2) z est réel si et seulement si Z = z. 


3) z est imaginaire pur si et seulement si Z = —z. 


W PREUVE 
1) On écrit z sous sa forme algébrique z = a + ib et on a donc Z = a — ib. On en déduit: 


z+Zz=a+ib+a—ib = 2a =2Re(z). 


La seconde partie se prouve de la même façon. 


2) Onaz=2z Zz—z=0 2ilm(z) = 0 ce qui équivaut à z € R. 


3) Même méthode qu'au 2). 


B. Inverse d’un nombre complexe 


E THÉORÈME 


Pour tout nombre complexe z non nul, il existe un nombre complexe z/ tel que zz/ = 1. 


1 
Ce nombre s'appelle l'inverse de z, noté = et il est tel que : 


Zz. 
i ; P ll a i 
Siz = a +ib + 0 alors la forme algébrique de > est : = pp + I2 


P PREUVE Soitz Æ 0. z xZ = (a +ib)(a — ib) = a? — (ib)? = a? + b? est un réel positif non 
P 


nul. Il admet donc un inverse dans R que l’on note 2xz 


1 
On a donc (z x Z) x — 1 et donc z x (z x ) = 1. Le nombre complexe z admet 


zXZ 


f E 1 P i 
donc un inverse dans C qui est Z x > et on en déduit facilement la forme algébrique. 


L Exemple Dans la pratique, on effectue une multiplication par le conjugué du dénominateur 
pour se ramener à un dénominateur réel. 


1 à -2i L2 À 

Dz=3 0ra 2A aa 

Jemaima En à Ga 
1 (2— 3i) dd 2 à, 


———— Z= = — — —] 


7 2+3i (2+3i)(2—3i) 4+9 13 13° 
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Le Cours - Méthodes 


C. Quotient d’un nombre complexe 


E DÉFINITION 


: D : Z 1 
Soient z1 et z2 £ 0 deux nombres complexes. On définit leur quotient par : = ii 
2 2 


_ MÉTHODE “M Calculer et utiliser le quotient des nombres complexes > Ex. EF] p. 252 
l 
ZORE Résoudre l'équation : (1 +i)z — 2 = 3 + 2i. 


SJC On procède comme pour les nombres réels en isolant l’inconnue z : 


“SES Gites. 7-4 


(1 +i)z -2 = 3+ 2i 4> (1+i)z=5+2i z 


1+i (+i(i—i 2 
Boei ; 7 3; 
L’unique solution est donc le nombre complexe : z = 5-21 


D. Opérations avec les conjugués des nombres complexes 


BTHÉORÈME 
Soient z1 et z2 deux nombres complexes. 
Da 4) z = (Z1)", n entier naturel. 
——— Z Z1 
2) z1 +22 = Z1 +22 5) (2)-L240 
z2 Z2 


DR 


W PREUVE 

+ On prouve la troisième égalité, les deux premières se faisant de la même manière dans un 
contexte plus simple. 
On écrit les complexes z; et z? sous forme algébrique : zı = 41 + ib1 et z2 = 42 +ibo. 
On a alors : 71 xX 22 = (4142 — bıb2) + (0102 + a2b1) = (aym — bib2) — i(a1b2 + a2b1). 
D'autre part : 


Z1X22 = (a1—ib1)(a2 —ib2) 
= (am + biboi?) — i(a1b2 + ab) 
= (ma — bib) — i(a1b2 + a2b1) 


Ce qui donne bien l'égalité cherchée. 


‘ nontre par récurrence (voir exercice ET). 


_ Z1 Z =— ` ozea zoi 
7Zx|z7]=z72x 12% d’après la propriété 3). Donc en redivisant par 
Z2 


bien le résultat du 5). 


ons que S = (1 +i)? + (1 — i)? est un nombre réel. 


Optimized using a5 0q p5 Love B E | 
trial version 5) = (1 — i)". Donc S = z+7 = 2Re(z) avec z = (1 + i)". S est donc bien 


www.balesio.com 
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Cours - Méthodes 


Équations du second degré 


BTHÉORÈME 


EXEMPLES : Les solutions de : z? = 16 sont 4 et —4. Les solutions de z? = —5 dans C sont 
iV5 et —iv5 (alors que cette équation n’a aucune solution dans R) 


BTHÉORÈME 


W PREUVE Les deux premiers cas ont été traités en classe de Première. Pour le dernier, on 
part de l'écriture canonique : 


2 
az? +bz+c=a (e+) a 
2a 


4a2 


A ; uni f PPE / - 
Si A < 0 alors W est strictement négatif mais on peut l'écrire sous la forme d’un carré : 
a 


2a 


(5) 


On peut donc poursuivre la factorisation à partir de la forme canonique à l’aide de l'identité 
A? — B? =(A-—B)(A+B): 


mê tte=a(z+g i 
2a 


m) atia) 


z+ =— +i 
2a i 2a J 2a 
Comme a Æ 0, l’utilisation de théorème sur les produits de facteurs nuls donne bien le résultat. 


REMARQUES : 
m Toute expression Q(z) = az? +bz+c,a € R*,b € R etc € R, se factorise dans C et: 


Q(z) = az? + bz + c = a(z — z1) (z — z2). 


= QG) =a +bz +c =a (2+ 2+5) =a(z2? -Sz+P) avec : 
ENE E T E A 
a a 
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Le Cours - Méthodes 


Mára Résoudre une équation du second degré dans C > Ex. El p. 252 
Exercice d'application 
Résoudre l'équation : z? — 2z = —3, 


Correction 


On ramène à un second membre nul : z? — 2z +3 = 0. 
On peut alors calculer le discriminant : A = (—2)? — 4 x 1 x 3 = —8. 
Le discriminant est strictement négatif, il y a donc deux solutions dans C : 


2—j es 
NB 1 192 et z = HV ii 


Z1 = 


qui sont bien complexes conjuguées. 


L5, Module et argument d’un nombre complexe 


À. Définition géométrique 


E DÉFINITION 


Soit z un complexe. M (ou wW) un point (ou un vecteur) 

d’affixe z. 

m On appelle module de z la distance OM (ou la norme 
|[& ||). Le module de z est noté |z]. 

x Siz AOON appelle argument de z une mesure en radians 
de l'angle (1,0M) (ou (,8)). 


Un argument de z est noté arg(z). 


m Le complexe nul n’a pas d'argument et a pour module 0. 


REMARQUE : 
arg(z) peut prendre une infinité de valeurs différentes : si 0 est une mesure de arg(z) alors 
0 + k27 est une autre mesure de arg(z) pour k € Z. On notera : arg(z) = 8 [2x] et on dit que 


l'argument de z vaut 0 «modulo 27 » ou « à 27 près ». 


l Exemples 


e li = OV = 1 et arg(i) = (,0Ÿ) = Z. 


e Soit Mı d’affixe —4 on a; | — 4| = OM; = 4 et arg(—4) = (#,0mi) = 7. 
e Soit M d’affixe 1+iona: 
[1+i| = OM, = V12 +12 = V2 d'après la formule des distances 


arg(1 +i) = ( T, OM) = Z la diagonale du carré OUMV étant la bissectrice de (T, 7). 


Chapitre G1. Nombres complexes 239 


Cours - Méthodes 


Déterminer un ensemble de points > Ex. Ep. 253 


Déterminer dans le repère orthonormé (O ; T, 0) l’ensemble des points 
M d'’affixe z tels que : 

T 
1) |z| =3 2) arg(z) = + [27] 


1) |z| = 3 <= OM = 3. 
Donc l'ensemble des points M tel que |z| = 3 est un cercle de centre O et de rayon 3. 


2) arg(z) = -2 2a == (1,0M) = -2 [27]. 


Donc l’ensemble des points M tel que arg(z) = -5 [2x] est une demi-droite d'origine O, 
privé de O, de vecteur directeur W? tel que (T, i) ue 2x]. 


3 


B. Calcul algébrique du module et d’un argument 


BTHÉORÈME 


Soit z = a + ib un complexe. 
m zl=Vzx2z= Va +p?. 


m Siz #0 alors 0 = arg(z) peut être déterminé par : 


a 

aO) — A 
b 

sin(0) = El 


Déterminer le module et un argument d’un nombre complexe » Ex. Gi p. 253 


Déterminer le module et un argument du complexe z = —1 + iv3. 
1) On calcule d’abord le module : |z| = 1/(—1)2 + (V3)2 = 2. 
—1 
cos(8) = Es 
2) On cherche donc 8 = arg(z) tel que 
sine) = 2 
© 2 
= iin 
-1 27 3 
cos(0) = -5 = cos (0) = cos zj] ou 
9 = 2m Dr] 
E 3 


Or sin(0) > 0 donc arg(z) = 0 = a [27]. 
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Cours - Méthodes 


C. Égalité de deux nombres complexes par module et argument 


BTHÉORÈME 


| W PREUVE La preuve résulte directement des formules précédentes. 


REMARQUES : 

E |z| = 0 4 z =0. 

a z € R <> arg(z) = 0 ou 7 [27] ou z = 0. 
m zest un imaginaire pur 4> arg(z) = Z [ 
m Attention, pour l'égalité des arguments, il faut la penser « à 27 » près. 


27] ouz = 0. 


Forme trigonométrique d’un nombre complexe 


A. Définition 


E DÉFINITION 


REMARQUES : 
1) Dans l'écriture sous forme trigonométrique, on peut remplacer 0 par n'importe quelle 


valeur 0 + k27, k entier relatif. 


2) ATTENTION dans l'écriture z = r(cos(8) + isin()) il est crucial d’avoir r > 0. 
=) ) n'est pas une forme trigonométrique car —2 


Par exemple : z = —2 (cos (2) +isin E 
n'est pas strictement positif. 


B. Passage d’une forme à l’autre 


BTHÉORÈME 


REMARQUE : Pour déterminer la forme trigonométrique z = r(cos(8) + isin(0)) d’un com- 


plexe, on reprend la méthode 6 pour la détermination de r et de 6. 
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FA Module, argument et opérations avec les nombres complexes 


Dans les deux théorèmes qui suivent z et z’ sont des nombres complexes. 


E THÉORÈME 
D 21) 
2) |- z| = |z| arg(—z) = arg(z) + x [2x] pour z # 0. 
3) |z] = |] arg(Z) = — arg(z) [2x] pour z 0. 
)| 


À arg(z x z") = arg(z) + arg(z') [27] pour z Æ 0 
etz A0 


De = |z]" pour n € N arg(z") = narg(z) [27] siz £ 0. 
P 8 8 


W PREUVE 

1) Ce point a été déjà prouvé précédemment. 

2) Il suffit d'utiliser la propriété de symétrie par rapport à l’origine. 

5) De même avec la symétrie par rapport l'axe des ordonnées. 

4) Si z = 0 ou z’ = 0, alors |zz'| = 0 et |z||7/| = 0 d’où l'égalité. 
Si z,z’ € C* alors : z = r(cos(0) + isin(0)) etz = r’(cos(0’) + isin(0')). 
zz! = rr'(cos(0) cos(0') — sin (0) sin (0°) +i(cos(8) sin(8”) + cos(#’)sin(8)). 
Ce qui donne d’après les formules d’addition pour sinus et cosinus : 


zz! = rr'(cos(0 + 8") +isin(0 + 0')). 


Or, rr > 0 donc zz’ = rr' = |z||z’| et arg(zz') = 0 +0! = arg(z) + arg(2") [27]. Ce qui 
prouve bien le point 4). 


5) Ces égalités se montrent par récurrence. 


E THÉORÈME 
1) e ar À = — arg(z) [2x] 
date z | 817) 78 
! a 2 ee 2 ! 

D) 210 = arg a arg(z) — arg(z ) [2x] pour z £ 0 
I PREUVE r i 
1) z est un complexe non nul. On a z x Pa 1 qui donne d’une part |z x L = 1 c'est-à-dire 

= |! Ft enfin 3 = - ; 
1 j 1 
(z x :) = arg(1)[27] donne arg(z) + arg (2) = 0[27]. 
voint 1). 
lexes avec 7 Æ 0 
exl =x E 
z! lz" |z’ 
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| 
! ) = arg (- x 2) = arg(z) + arg (5) = arg(z) — arg(z/) [27]. 
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Comment utiliser les propriétés des modules et arguments > Ex. EU p. 255 
1_ V3, 
12 = -V3+iet z2 = 8 6 i deux nombres complexes. Déterminer le module et un 
argument de z122. 
2016 
1 3 
2) Déterminer la forme algébrique de (- zT £) i 
p3 1 1 
1 = = 2 = — = —, D ` = = 2 = = —, 
Je |z| = V3+ et |22| + zg = 3: Donc |z1z2| = |z1||22| a 
— V3 
cos(ð) = —— 
e 61 = arg(z1) est tel que 2 
1 
sin k = 2 
5 
sin(@1) = = = 6 = — [2x] lose — Z fex], or cos(01) < 0 donc 01 = Z 2x] 
1 
6 
cos(®@2) = — 1 
1 cos(@2) = > 
@2 = arg(z2) est tel que 3 <> 
2= g( 2) q V3 
6 3 
i 3 
cos(62) = sd Z 2x] ou Pr, or sin(6) > 0 donc 02 = 3 Thrl. 
7 
Donc : arg(z122) = ma +arg(z2) = 2 + 5 = = [27]. 
1 3 
2) On remarque : z = nou ee = —3z et donc: 


|z| =3 x |z2|=1 et arg(z) = arg(z2) + r[27] = - pr] 


arg a = 2016 x arg(z) = 2016 x (27 = 672 x 2n[2x] = 0[2x]. 


2016 [2016 5 


De plus |z| = 1 donc |z = |z 


On en déduit : 22016 = 1 x (cos(0) + isin(0)) = 1. 


EA Applications des nombres complexes à la géométrie 


< points distincts d’affixes respectives ZA etzpg. 


3 —ZA|etarg(zp —z4) = (x 7, AÈ) | 2x]. 


) quatre points distincts d’affixes respectives z4, Zg, Zc et Zp. 


(Aë, CB) 2x]. 
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W PREUVE 
+ Soient A et B deux points distincts d’affixes respectives z4 et zg. 
Il existe un unique point M d’affixe z tel que OM = AÈ. Les affixes de ces deux vecteurs 
sont donc égales ce qui donne : Z = zg — Z4. 
On en déduit que |z| = |zg —-z1| et arg(z) = arg(zg — zA)[2x]. 
Donc OM = AB = |zg — z4| et (v, OM) = (x, Aë) = arg(zp — zA)[27]. 
+ Soient À, B, C et D quatre points distincts d’affixes respectives Z4, Zg, Zc et Zp. 
Par les propriétés de l'argument on a : 


ZD —Z 
arg (=) = arg(zp — zc) — arg(zg — ZA). 
ZB — ZA 


Ce qui donne par définition de l'argument : 


arg (LEE) = (1,08) - (2,48) = (48,3) + (1.08) = (AC) er 


ZB — ZA 


la dernière égalité résultant de la relation de Chasles pour les angles de vecteurs. 


g Mam Ensembles de points > Ex. [Z] p. 253 


Dans chacun des cas suivants, déterminer l'ensemble des points M d’affixe z satisfaisant la 


condition : 
e |z2+1-—i] —3. 
e |z2—3| =|z+2+3il 


° arg(z—1-i) = Z [2x]. 
z—1+2i TT 
+ ag TE] ) = Fia 


Correction 


e |jzz+1-iļ=3 <= |z- (—1 +i)| =3<— AM = 3 avec A point dďd'affixe z4 = —1 + i. 
Donc M appartient au cercle de centre A (—1 ; 1) et de rayon 3. 

è |jz—3| = |z +2+3i| = |z -3| = |z — (—2 — 3i)| = BM = CM avec B d'affixe zg = 3 et 
C d’affixe zc = —2 — Gi. 
Donc M appartient à la médiatrice de [BC]. SNCS 

e arg(z—1—i) = Z ri <=> arg(z — (1 + i)) = 27] = (v, EM) = + avec E 
d’affixe zg = 1 + i. 

it à la demi-droite d’origine E privé de E, de vecteur directeur u? tel que 


A 


= 5 [z] 4 (GM, FM) = Zia] avec F ď'affixe zp = 1 — 2i et G d’affixe 


t au cercle de diamètre [FG] privé des points F et G. 
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REMARQUES : 
1) Trois points distincts sont alignés si et seulement si : (46, AË) = 0 [x] ce qui équivaut à : 


ZC —Z ZC — Z 
arg (=) = 0 [7] 4 est un réel non nul. 
ZB — ZA ZB — ZA 


2) Un triangle ABC est rectangle en À si et seulement si : (2È, AË) = Sd ; c'est-à-dire : 


Zc —2Z T ZCc —Z ne aat 
arg E — a) =S [7] et B # A et C # A 4 ——— est un imaginaire pur non nul. 
BZA ZB — ZA 


BTE) Nombres complexes et configurations géométriques > Ex. EA p. 254 


| 


M Exercice d'application 
| A,B,C trois points d’affixes respectives : z4 = 2i, zg = 2 +i, zç = 1 — i. 


Démontrer que le triangle ABC est isocèle rectangle en B. 
AB = |zg =- zaļ| = |2- i| = 4/22 + (—1)2 = v5 et BC = |zc — zg| = |- 1- 2i| = |1 +2i| = v5 


donc ABC isocèle en B. D'autre part : 


Same. Hi. (—2+i)(—1+2i) 


2Zc—28 —1—-2 1+4 


l Donc (BÀ, BC) = arg (=) =arg(i)= S [27r] donc ABC est rectangle en B. 
l 


o, Forme exponentielle 


Soit f 


la fonction définie sur R par : f (0) = cos(8) +isin(@). 


f(0) est un nombre complexe de module 1 et d'argument 0. Grâce aux formules d’addition pour le sinus et le 


cosinus on montre que : 


f(8+07) = f(8) x f(@'), 


ce qui est la propriété fondamentale de la fonction exponentielle dans R. Comme de plus f(0) = 1, on convient de 


noter 


par analogie : cos(8) + isin(8) = e. 


tielle des complexes de module 1 


xe de module 1 et d'argument 0 peut s'écrire sous la forme : 


gerer a vo cos(8) +isin(8) = e”, 
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L Exemples. 


1) Placer sur le cercle ds les POS M; d'affixes 


z; tels que : z = éf; z = e"; zg = = áf, za = e7T; M, 
Ms V 
Z5 = e ig 
2) La forme algébrique des complexes précédents est : 
zı = ef = cos (Z) +isin (Z) =i; M M 
z2 = e" = cos(x) + isin(r) = —1; u 
137 3m De =) F 
z3 =e 2? = cos | — |} +isin 5 = —]l; 
za = e7 = cos(27) +isin(27) = 1; 
2 = 7 = COS 2n isin Zoe 1y ° 
HS 3 3) 20 2" 


B. Cas général 


E DÉFINITION 


Tout complexe z £ 0 s'écrit sous la forme z = re avec r = |z| et 0 = arg(z) [27]. 


Cette écriture est appelée « forme exponentielle du complexe z ». 
ið 


Réciproque : Si z € C* etz = re” avec r > 0 alors r = |z| et 0 = arg(z)[2x]. 


REMARQUE : Pour déterminer la forme exponentielle d’un complexe z, on reprend la 
méthode 6 pour la détermination de r et de 0. 


l Exemples 


1) Déterminons la forme exponentielle de z4 = —2i et z2 = 1 + i. 
On peut déterminer le module et un argument par la méthode précédemment donnée mais 


on peut aussi opérer de la manière suivante : 


zZz =1+i= (+ +) = V2 (cos (Z) +isin (Z)) = Vet, 


2) Déterminons la forme algébrique de z3 = 4 : 


Z3 = 4 (cos (=) +isin (=) = 4 (-3+%) = —2 +iV3. 


otation exponentielle 


éels 04, 6 : 


0 — e-ið — Gi 
2) 9 7 —e LU 
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REMARQUES : 
m Ces propriétés sont admises. Elles résultent du fait que |e| = 1 et des propriétés des 
arguments. 


m La propriété 2) s'appelle formule de Moivre quand on l'écrit sous la forme 


(cos 8 + isin)” = cos(n8) +isin(nô),n € Z 
Wase) Utilisation de la forme exponentielle 


Exercice d'application 


> Ex. ET p. 256 
. ; -iZ 2 2z1 
1) Mettre sous forme exponentielle : z4 = at i, z2 =e 67 , Z3 = —. 
: TL 
ete 
2) Déterminer les entiers n tels que (—z1)" est un nombre réel. 
1+i 
3) Soit Z = À 


————— un complexe. 
V6 +iv2 j 


a) Déterminer la forme exponentielle du complexe Z 
b) Déterminer la forme algébrique du complexe Z. En déduire les valeurs exactes de 
T 
cos (73) etsin (33) 


Correction 


1) En employant la méthode 6 on trouve |z1| = 2 puis arg(z:) 


On en déduit : z2 = ei g 


TT :57 
nr: [27]. Donc zı = 2e Æ. 
1 i 2 —iZ 2x5m : j2 j3a 
E x (27) = 4e 6xe 6 —4e6 —4e7 = —4i 
: i T TT : 
etza = 2X26 8 4 (4) _ 4x 4 
Be ie 5 5 5 
iZ -0 \ 7 Le 
2) z4 = 2e ‘6 et donc (—z1)" = (2) mai 


(—z1)" est réel — = 


= On] 4> il existe k € Z tel que — = kr <> n = —6k 
Donc (—z:)" est réel si et seulement si n est un multiple de 6 
3) a) Ona:1+i= V2ef et V6 +iv2 = 2V2? donc 
i F [n_n 
ae = = a = LalG-7) = <e © est la forme exponentielle de Z 
V6+iV2 2V2ei8 2 


gi es E o 


est la forme algébrique de Z. 
T 
On a donc: let = an 2 


2. ,v6- V2 v2 

8 
pon: (sn (E) tian (2) = EZ 182 
On en déduit : cos (Z) = VEU eia (5) = V6 V2 


4 
REMARQUE : 


La notation exponentielle permet de retrouver les formules d’addition pour le cosinus et le 
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j Activités mentales 


ŒM Pour chacun des nombres suivants, dire s’il est 
réel, imaginaire pur ou complexe quelconque. Détermi- 


ner ses parties réelles et imaginaires. 


1) z = 2. 5) z5 = a. 

2) z2 = 1 + 2i. O26—-5- i. 
3) z3 = V3. Dai 

4) z4 = ivV2—3 8)zg = —i— 3 +i 


I Mettre les résultats des opérations suivantes sous 
forme algébrique : 


1) (1+2i) +(3—i) 3) (4— i) —(6—i) 
23(2—i) 4 25 


IEJ Mettre les résultats des opérations suivantes sous 
forme algébrique : 
1) zı =i(1+2i) 


3) z3 = (5 — i)(5 + 1) 
2) z2 = (V2 + i)(V2 — i) i)? 


4) z4 = (1 + i) 


EJ Déterminer les affixes des points repérés 


ci-dessous. 


ant, on a représenté des 


p l'origine et de rayon 2. 
gument de leurs affixes. 
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>| / 


EM Pour chacun des nombres complexes suivants, 
dire s’il est sous forme trigonométrique et déterminer, 
si c'est le cas, son module et son argument. 


DZ =5 (cos + +isin +) 


3 3 
2) z2 = —2 (cos + + isin +) 
2 3 3 
3)z =g Line 
À 5 5 


TT 
4) z4 = 8 (cos + — isin 
TT |. 
5) zs = 2 (cos + + isin 
. . TT 
6) 26 = 3isin 5 


7) z7 = . (cos = + isin £) 


8) ae 


Mettre les résultats des opérations suivantes sous 
forme exponentielle : 


1) e”5 x er 4) (e5 i 
3 5) (eis ' 
e7 
eiF : TT :T 
6e 6 x e3 
er 


j Sommes et produits de complexes 


EJ Calculer les sommes suivantes, donner le résultat 
sous forme algébrique : 


1) (2 — 4i) + (2 — 3i) 
2) (1— 5i) + (2 +i) 


3) (3+3i) + (1 —i) 
4) (2+ 5i) + (-3+ 5i) 


EJ Calculer les sommes suivantes, donner le résultat 
sous forme algébrique : 


1) (+35) +645 


2) (—3 + 2i) — (4 + i) 


1 2. - 
3) (G + i) +(—2-— 2i) 


1 1. 1 2 


Calculer les sommes suivantes, donner le résultat 
sous forme algébrique : 


1) (2+iV5) + (3 — 2iv5) 
p . 1 1; 1 2. 
Quérnove : ee 


Calculer les expressions suivantes, donner le 


3)2+i+i(3— 2i) 


résultat sous forme algébrique : 

1) 2(1 + 2i) 3) 2i(3 — 2i) 

2) i(3 +i) 4) (1+2i)(—2 — 2i) 
Calculer les expressions suivantes, donner le 
résultat sous forme algébrique : 

1) (3 +i)? 3) (5 — 2i) (5 + 2i) 

2) (1 +iv2)}? 4) (V2 + 2i) (3 — v2i) 


Calculer les expressions suivantes, donner le 


résultat sous forme algébrique : 


2 —i)(1+2i)+5—i 5)(1+2i)(3—i)(—3 — 3i) 
2) (5 — 2i) (5 + 2i) 6) (7i — 3) (7 — 3i) 
3) (2—i)(i+1) 7) (= 
4) (V2+2i)(8 — V2i) 
1): s expressions suivantes : 
ai 
f) i! 
2J nant i” en fonction de n et 
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S’entrainer 


[ALGO)] 


1) Si z1 = a +ibs et z2 = a + ib2, donner la formule 
calculant la partie réelle puis la partie imaginaire de 
leur produit. 

2) Écrire un algorithme qui permet de calculer ces par- 
ties réelles et imaginaires lorsqu'on entre celles des 


complexes z4 et z2. 


i Le plan complexe 


Dans toute cette série d'exercices, le plan est muni d'un re- 
père orthonormé (O ; v, T) | 


1) Placer les points À, B et C dont les affixes respectives 
sont :z4 = —3 — 2i, Zg = 5 + 2i et zç = 1 — 3i. 

2) Déterminer les affixes des vecteurs OÀ, AÈ et BÈ. 

3) Le quadrilatère OABC est-il un parallélogramme ? 


> MÉTHODE 2 p. 235 


On considère les points A, B et C d’affixes respectives : 
1+i,2-— 3iet—2-— i. 


1) Déterminer l’affixe du point D tel que ABCD soit un 
parallélogramme. 

2) Déterminer l’affixe du point I centre du parallélo- 
gramme. 


3) Placer tous ces points dans un repère orthonormal. 


Soient A, B et C trois points du plan d’affixes res- 
3—2i 1 

2 3 
1) Déterminer l’affixe du milieu du segment [AB]. 


pectives : —iet —-3—i. 


2) Déterminer l’affixe du symétrique de A par rapport 
àC. 

3) Déterminer l’affixe de l’image de A par la translation 
de vecteur BC. 


On considère les points M et N d’affixes respec- 
3+i 

3 
1) Les points O, M, N sont-ils alignés ? Démontrer votre 


tives zm = —3 — i et Zy = 


réponse. 

2) On considère le point P d’affixe 3i. Déterminer l'af- 
fixe du point Q tel que MNQP soit un parallélo- 
gramme. 
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Sans effectuer de calculs 


1) Lire l’affixe z4 du point A. 

2) Construire le point dont l’affixe est Z4. 

3) Construire le point dont l’affixe est —z 4. 
4) Construire le point dont l’affixe est z4 + 2. 
5) Construire le point dont l’affixe est z4 — i. 
6) Mêmes questions pour les points B, C et D 


On se place dans le plan complexe, et on considère 

trois points A, B, C d’affixes respectives a, b, c. 

1) Faire une figure dans le cas où : a = 2 + 3i, b = 5 +i 
etc = 3 + 5i. 

2) On considère le point G du plan tel que 


GÀ +G +G =Ù. 


: 1 
a) Démontrer que zg = (a +b+c). 
b) Placer le point G dans le cas particulier du 1. 
FA Déterminer les affixes et les normes des vecteurs 
AB, AC et BC sachant que 


e z4 =1—3i 


at les normes des vecteurs 


250 Chapitre G1. Nombres complexes 


EZ] Les points A, B, C et D ont pour affixes respectives 

ZA = 3 + 2i, zg = 1 — i, zc = 2 + 2i et zp = —i. 

1) Déterminer les affixes des vecteur AB et CD. 

2) En déduire la nature de ABDC. 

3) Déterminer les affixes respectives du milieu I de 
[AD] et du milieu J de [BC]. 

4) En déduire une autre preuve du résultat de la ques- 
tion 2. 


| 25 | On considère les points À, B, C et D d'affixes 

respectives z4 = 8,28 = Bi, zę = 4V2(1 +i) et 

zp = 4(—1 — iv3) 

1) Calculer le module et un argument de z4 , puis de 
ZB, Zc €t Zp. 

2) Démontrer que les points A, B, C et D sont sur un 


même cercle, dont on précisera le centre et le rayon. 


EJ Soit la fonction f de € dans C définie par : 
fG) = 2. 


Dans chacun des cas suivants, représenter l’ensemble 
des points M du plan dont l’affixe remplie la condition 
demandée 


1) f(2) ER 2) f(z) imaginaire pur 


Soit la fonction f de C dans C définie par : 
f(z) =2zG+1). 


Dans chacun des cas suivants, représenter l’ensemble 
des points M du plan dont l’affixe remplie la condition 
demandée 
Df(Z)ER 

2) f(z) imaginaire pur 


3) Re(f(z)) = 4 
4) Re(f(z)) = Im(f(z)) 


EJ Soient A, B et C les points d’affixes respectives : 
to 1 


5: . 7: 
ZA =S3,28= 5 + 5ietzc = -5> si 


1) Placer ces points sur une figure. 

2) Calculer |zg — zal, [za — zc| et |zc — zg. 

3) Démontrer que le triangle ABC est rectangle isocèle. 
4) Déterminer l’affixe du milieu I du segment [BC]. 

5) En déduire l’affixe du point D tel que le ABDC soit 


un carré. 


BJ Soit la fonction f de C — {—1} dans C définie par : 


z—1 
Z+ 


f(z) = 


Dans chacun des cas suivants, représenter l’ensemble 
des points M du plan dont l’affixe remplie la condition 
demandée. 
1) On pose z = x +iy avec x ; y réels. Déterminer 
l'expression de f (z) en fonction de x et y. 
2) a) f(z) =2 c) f(z) imaginaire pur 
b) f(z) ER d) f(z) 


EJ On considère les deux points du plan complexe 
A(i) et B(2 — i). 
P r2 F z—i 
1) Résoudre l'équation : 3-0] = 3. 
On notera M le point qui a pour affixe la solution. 
2) Démontrer que À, B et M sont alignés. 
3) Expliquer pourquoi, pour tout nombre réel À, le 


point dont l’affixe est solution de l'équation : 


est aligné avec A et B. 


i Conjugué d’un complexe 


Calculer les conjugués des nombres complexes 


suivants : 
D9+i 3 ? a 
2)5i—2 4) V7 +ix 
E Calculer les conjugués des nombres complexes 
suivants : 
5. 3 … ; 
1)7— 35+5i 3 5 +3i+(1—i) 


2) (3 — 5i) + V2 4 (5-i) (v2+3i) 


EX Résoudre les équations suivantes : 


1 z= 3% - 2i 
2) D (Z2+1)(2+37—i) =0 


1+biec, 
+i—2 


) en fonction de a et b. 
-elle des solutions ? 


S’entrainer 


EX Pour tout z = a + bi € C, on pose f(z) = —Z. 


1) On considère les points suivants dans le plan com- 


Placer dans le plan les points dont les affixes sont les 
images de ceux de A, B,C, D et E. 
2) Quelle semble être la transformation géométrique 
réalisée par f ? 
3) Déterminer pour tout z la forme algébrique de f (z). 
4) Démontrer la conjecture précédente. 
ES (ROC) 
On pourra utiliser comme prérequis que pour tous 


nombres complexes z; et z2 on a: 
Z1 X Z2 = Z1 X 22. 


1) Démontrer par récurrence que pour tout entier natu- 
reln > 1onaz" =7" 

2) En déduire que pour tout entier naturel n > 1 et pour 
tout nombre complexe z : z” +7" est un nombre réel. 

3) Démontrer que pout tout entier naturel n le com- 

i) 


plexe (2 — i) + (3 — 4i)” est un nombre réel. 


Soit z, un nombre complexe, déterminer les conju- 
gués des nombres complexes suivants : 


1 
1) 3z D 
2)z+5—i 5) iz +2 
2 i—2Z 
2 6 
3) z° + 2z ds] 


EJ Soit z, un nombre complexe, déterminer les conju- 


gués des nombres complexes suivants : 


1)2z— Z 4) iz 
1 
2) z + F 5)z+iz 
372 +27 6) —2z 
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EJ Déterminer les inverses des nombres complexes 


suivants : 

13+2i 4) V2 — ii 
2) —2i+3 5)3—i(2+i) 
3) —2i 6) T $ n 


E Mettre les quotients des nombres complexes sui- 
vants sous forme algébrique : 


1—i 3+2i 
o 4 
D Les 
7 1 2i 
2) À g 
i 1— V2i 
1+i i(1 + 2i) 
DT 6) 3—i 


Mettre les nombres complexes suivants sous 
forme algébrique : 


1 y? 3+10i 
(z=) W+ pi 
1 2i 5+i 
a — g pi 
2—i/2 1—i 5—i 
2i 2—i 2 
3 (B+)T Mon I 
27+13i 6=i 24i 
DV Vox 2: 


1) Montrer de deux façons différentes que pour tout 
1 1 3 
z Æ0, = + = est un réel. 
2) Montrer de deux façons différentes que pour tout 


1 1 : ne 
z #0, n est un imaginaire pur. 


|43 | Démontrer les propriétés suivantes : 

1) Le quotient de deux complexes de module 1 est un 
complexe de module 1. 

2) Le quotient de deux imaginaires purs est un réel. 

3) Le quotient de deux complexes d'arguments oppo- 


cóc act an réa 


e module supérieur à 1 est 
nférieur à 1 et réciproque- 


lexe non nul. 


Z 
argument de =. 
Z 


; z 
que peut-on dire de - ? 
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j Inverses et quotients i Équations et nombres complexes 


45 BE MÉTHODE 3 pr. 237 


Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera 
les solutions sous forme algébrique. 
D (+i)z=1-i 3) (2z +1 —i)(iz +3) = 0. 
i 1 
zti p 
z — 3i 


=2+i 


EJ Résoudre dans C les équations suivantes : 
1) —2iz = 3z + 1. 3) (z — i)? = (z +1 +i}. 


2iz +i 2 
jti 3; 4) £+3i = —2— 5i. 


z=1=i 
Résoudre dans C les équations suivantes : 
1Z+z=3i 3) -27 = (—2 — i)Z+ 1 
2) (3+i)z+2z = 0 4) 2iz = 3i + 2iz 
EJ Résoudre les équations suivantes avec la méthode 
la mieux adaptée : 


1)2— 2iz = 3 4 22 = 4 
Z 

2)z—i-Z 5j. =3 

)z—i—=Zz Er 

3) iZ = 3z — 2i = 9 
z—1 


EX On pose pour tout z = a + bi € C, 
f(z) =2z+37-5i+1. 


1) Écrire Re(f(z)) et Im(f(z)) en fonction de a et b. 
2) Résoudre l'équation f(z) = 0. 


EJ Résoudre dans C les systèmes d'équations 


suivants : 
z+z =2-—5i —2z +27 =1+i 
1) 3) 
z+3z =i-1 z+3z =5 
2z+3z =1 z+iz! =2 
2) 4) 
2% =i 2z+2z =2+3i 


i Équations du second degré 


> MÉTHODE p. 239 


Résoudre dans C les équations suivantes : 
17 —3z=0 3) +z+1=0 
2) 4z? —4z+5=0 4) —2z2° +6z+5=0 


EA Résoudre dans C les équations suivantes : 

1) 2 = -7z 3) —2z +z2° +2 =0 

2) 27? =3z—2 4) —8 = 37 

E Déterminer deux nombres complexes z et zz tels 


que : 


Z1+22 = 3 
Z xz = 5 


EX Résoudre les équations suivantes. Écrire les solu- 
tions sous la forme la plus simplifiée possible : 


1) 372 —2z =1 3) 222 = z2+3 
2 = À 

2) = +? = 9? z -3 
3 ž 


EJ Résoudre les équations suivantes. Ecrire les solu- 
tions sous la forme la plus simplifiée possible : 


= 3) (z — 2)? = (3 + iz)? 
4) z? = 3iz 


3=} 
2) (z= 2)? = —4 


EJ Pour toutz € C, on pose 
P(z) = 2° — 52? +9z — 9. 


1) Démontrer que pour tout nombre complexe z, on a 
P(z) = (z — 3)(z22 — 2z + 3). 

2) En déduire les solutions de l'équation P(z) = 0. 

3) Écrire P comme un produit de facteurs du premier 
degré. 


Déterminer deux nombres complexes z1 et z2 dont 
la somme et le produit valent 2. 


EJ On se propose de résoudre l'équation 
z +2iz—2=0 Œ) 


1) Développer (z +i)?. 
2) En déduire que l'équation E est équivalente à 


(z+ =t=0: 


(Œ) 


S’entrainer 


2) En déduire que l'équation F’ est équivalente à 


:\ 2 
ae a 
2 4 i 
3) Quelle condition sur c faut-il imposer pour que les 


solutions de (E’) soient des imaginaires purs ? 
4) Déterminer dans ce cas les solutions de (E”). 


Module et argument 


| 60 S MÉTHODE 5 [AEZ 


Dans le plan complexe représenter, dans chacun des cas 

suivants, les points M dont les affixes z remplissent la 
condition donnée : 

TT 

1) arg(z) = — 

)'arg(z) = 3 

2) |z| =5 4) arg(z) = = 7t 


> MÉTHODE 6 p. 240 


Déterminer le module et un argument des nombres 


3) |z| = 3 et arg(z) = +7 


complexes suivants : 
1) Z1 = 7 
2) Z2 = 2i 


li 


3) z3 = 
4) za = V3 +i 


LA Dans chacun des cas suivants, déterminer le mo- 


dule et un argument du complexe donné : 

1) z1 = V2+iv6 3) z3 = (3 — i)(2i+ 1) 

2) z2 = i(1 +i) 4) z4 =iv3+1 

| 63 | Dans chacun des cas suivants, déterminer de 


deux manières différentes le module et l'argument du 


nombre complexe proposé 
Dz = (V3 -i) (-1-i) 3z if) 


I 
V3 +2 ( 3i ) 

2 = — 4 fe — 

lee lee 


|64 MC MÉTHODE 8 FEZ?) 


Dans le plan complexe, représenter les points M 


d’affixe z satisfaisant les conditions suivantes : 
TT 
D'arg(z—1) = 3 3) |z- iļ=5 
2) |z- 3| =2 4) 2arg(z) = 0 
BJ Dans chacun des cas suivants, représenter l'en- 
semble des points M dont l’affixe z satisfait la condition 


proposée. 
D |z| =3 3) |z- 2|=4 
2) arg(z) = 7 4) arg(z — i) = — £ 


3 4 


Chapitre G1. Nombres complexes 253 


| 66 | Dans chacun des cas suivants, représenter l'en- 
semble des points M dont l’affixe z satisfait la condition 
proposée. 

1)/2+i| =5 3) |z— 2| = |z — 8| 


3m 


2) arg(z— 1- 2i) = Ž 4) arg(z -3i +1) = 7 


3 
Dans le plan complexe, représenter dans chacun 
des cas suivants les points M dont l’affixe z vérifie : 


: TT |3z — 2| 
1 = — = 1 
) arg(iz) 3 5) [z Fail 
2) |2z— i| =1 6) arg(3iz) = 5 
z+1 
3) |z — 3| = |z + 4| ) en 


iy z t 
4) arg (5) -5 8) arg(iz”) = 3 


1) Traduire géométriquement la condition zZ = 4. 
2) Représenter dans le plan complexe l’ensemble des 
points dont l’affixe z est telle que zZ = 4. 


1) Traduire géométriquement la condition 


(z—i)(z—i) =9 


2) Développer et simplifier autant que possible l'ex- 
pression (z — i)(z — i). 

3) Représenter dans le plan complexe l’ensemble des 
points dont l’affixe z vérifie |z|? — 2 Im z = 8. 


D’après concours Geipi-2015 
Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé 
(O; À, 7). On considère les points A, B d'affixes res- 


1 3 
pectives : z4 = 1 et zg = —= + i Soit C le symé- 
trique de B par rapport à l'axe des abscisses. 


1) a) Faire une figure en prenant pour unité 4 cm. 
b) Donner l’affixe du point C. 
c) Calculer |zg — z 4| en détaillant le calcul. 
— z4 | et |zc — zgl. 
triangle ABC? 
; orthogonaux du point O 


| et (AB). On désigne par 


i 2t donner leurs modules. 
OJ + OK en justifiant la 


Optimized using 


trial version 
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On rappelle les prérequis suivants : 


ROC 


Pour tous nombres complexes z et z’ on a 
arg(z x z') = arg(z) + arg(z') [2x]. 
1) Démontrer que pout tout entier naturel n : 
arg(z") = narg(z) [2x]. 
2) Déterminer un argument du complexe z = 3 — 3i et 
en déduire que z” est un nombre réel si et seulement 


si n est un multiple de 4. 


> MÉTHODE 9 p. 245 


Soient A, B,C, D quatre points du plan distincts deux à 
deux. On note Z4, Zg, Zc, Zp leurs affixes respectives. 
1) Démontrer qu'une mesure en radians de l'angle 
-5 ZD —Z 
(4, ci) est donnée par arg (5) ; 


BT ZA 
2) Dans chacun des cas suivants, utiliser le résultat pré- 


cédent pour vérifier si le triangle ABC est rectangle 
en B. 
a) A(3+ 2i), B(0) et C ( -1 +i); 
b) A(2 — i), B(1 — 4i) et C(—2 — 3i) ; 
c) A(—4), B(—2 + 3i) et C(4— i). 
3) Dans les cas où il est rectangle vérifier s’il est isocèle. 


i Forme trigonométrique 


Donner la forme trigonométrique des nombres 


complexes suivants : 


e 

17 4i+ v3 Re 

í 2 

1 

2) 5i — =. 

) 5i 5) —5 Do 
3) =2 2i 6) —2 + 2iV3 


Donner la forme algébrique des nombres com- 
plexes suivants : 

1) 2 (cos (3) +isin (5)) 

2) 5 (cos (3) +isin (>) 


3) cos(x) +isin(x) 


2 ou) (2) 


S’entrainer 


On donne la figure ci-dessous : 
B 


[INFO] 


1) À l’aide des éléments codés sur la figure, déterminer 
les formes trigonométriques puis algébriques des af- 
fixes des points A, B, C 

2) On note D le point d’affixe 1. Un élève affirme que le 
triangle BCD est équilatéral. On donne ci-dessous le 


calcul qu'il a fait sur sa calculatrice pour le vérifier : 
ET Ei p Abs (2xe^tix4xn+3)-1) 


3.4641601615 
ersunent (1e se abs (2x0 ER RR 1351) 
2 2.645751311 


ENCSEME [co 


a) Expliquer le calcul fait. 


b) Faire le calcul vous même. 


Question ouverte 


On considère les points suivants dans le plan complexe 


s forme trigonométrique 
et D. 


Donner une valeur approchée au centième d’un 
argument de chacun des nombres complexes suivants : 
1) 4 — 3i 3) —2+i 
2)1+2i 4) —3 —i 


On considère le nombre complexe z = I Z 7 

1) Déterminer sa forme trigonométrique de deux 
façons différentes. 

2) En déduire que z8 est un nombre réel. 


3) Généraliser le calcul précédent. 


On considère un nombre complexe z tel que 


|z| =2 
ST 
arg(z) = — 
s2) 2 
1) Déterminer les écritures trigonométriques et 


algébriques de z. 
1 
2) Déterminer l'écriture algébrique de -. 
3) Déterminer, par deux méthodes différentes, l’écri- 


1 
ture algébrique de =. 


Z 
[80 M2 MÉTHODE n. 243 


On considère les nombres complexes 


v6—iv2 i , 
A et z =1—i 


. z 
1) Déterminer le module et un argument de z, z' et T 


2) Déterminer la forme algébrique de Z, 
3) En déduire que 


cos Z V6 + V2 
12 4 
et 
n  v6-v2 
12 4 


p Forme exponentielle 


Mettre les nombres complexes suivants sous 
forme exponentielle : 


1—2 +2i 5) 3i 
21; 6)3 
CE: 7) —i 
4) V3 +i 8) 2 + 2iv3 
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EM Mettre les nombres complexes suivants sous 
forme exponentielle : 


1D1+i 5) 2713 
E 

23— 3i 6) - 
1 i i—ï 
D5+; AT 
4) —V6+iv2 8)iv2 


EF Mettre les nombres complexes suivants sous 
forme algébrique : 


1) 4ei 4) 2e2i7 
2) ef 5) ei? 

, 1 z 
3) V2eiT 6) LE 


EX Effectuer les calculs suivants. Donner le résultat 
sous forme exponentielle 


: m 8ei3 
1) 5e'6 x e'3 4) — 
e3 
: TL m 2ei7 
2) 2e'7 x 2e'6 5) — 
el 
: I ir eiT 
3) eZ —e! 6) FT 
(er) z 


EM Effectuer les calculs suivants. Donner le résultat 
sous forme exponentielle 
: AT : T 
Bei x leis i ; 
e 
2e? 


us a GE 
2eiT x 3e!7 


| 86 MC MÉTHODE 10 p.247 


Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme expo- 


nenti: 
1) — 4) (1+iV2) 
:\ 3 
2) (=) 5) (1 — iv5)t 
2 1+iv3 v6-—iv2 
3) (1 +iv2) 6) ET 


On considère le nombre complexe z = 1 — i. 

1) Mettre z sous forme exponentielle. 

2): nes entier naturel n multiple 
ier pair. 

> on considère le point A 
er= e5, 


nentielle de z⁄4 = Z4 X r. 


2) Optimized using 
trial version 
www.balesio.com 


n argument de z/,. 
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3) Plus généralement pour un complexe z quelconque, 
on considère le complexe z’ = r x z. Déterminer le 
module et un argument de z/ en fonction de ceux de 
Z: 

4) Donner un procédé de construction géométrique 
permettant de construire facilement le point d’affixe 
z' à partir du point ďd’affixe z. 

EX Les formules d'Euler 

Soit 0 € R 


1) En utilisant la forme trigonométrique, montrer que 


ei? + e~? 
COS 0 = ———. 
2 
2) Montrer de même que 
ið _ -ið 
e 
sin 0 = - 
2i 


J En utilisant les formules d'Euler (exercice 89), éta- 
blir les identités suivantes : 


20 
1) cos? (0) = eA 
1— 20 
2) sin2(9) = ST 
1— 40 
3) sin?(8) cos? (8) = Ce 
4) cosé(8) = 3 cos t cos 30 
Soient a et b deux nombres réels. On pose za = ei 
— pib 
etzy = 6". 


1) Donner la forme exponentielle du complexe : 
Z = Za X Zp. 


2) Calculer de deux façons la forme algébrique de Z et 
en déduire les formules d’addition pour cos(a + b) et 
sin(a + b). 


LA Pour tout 8 € R on considère le complexe 
Zg = 1 + ei. 


1) À l’aide d’une factorisation par ei? démontrer que 
Zg = ei? x 2cos 0 (on pourra employer les formules 
de l'exercice 89). 

2) En déduire le module et l'argument de zg en fonction 
de 8 pour 8 €] — x; x]. 

3) Démontrer que tous les points Mọ d'affixe z9 se 
trouve sur le cercle de centre A(1) et rayon 1. 


EF D'après Bac (Polynésie - 2015) 
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé 
(O ; T, T). À tout point M d’affixe z du plan, on asso- 
cie le point M' d’affixe z’ définie par : 


z! =z + 4z +3. 


1) Un point M est dit invariant lorsqu'il est confondu 
avec le point M’ associé. 
Démontrer qu'il existe deux points invariants. Don- 
ner l’affixe de chacun de ces points sous forme algé- 
brique, puis sous forme exponentielle. 


== V8 
F 


2) Soit A le point d’affixe 
-3 +iv3 
-p 


et B le point 


d'affixe 
Montrer que OAB est un triangle équilatéral. 

3) Déterminer l’ensemble E des points M d’affixe 
z = x + iy où x et y sont réels, tels que le point M’ 
associé soit sur l’axe des réels. 

4) Dans le plan complexe, représenter les points A et B 
ainsi que l’ensemble £. 


EX D'après Bac (Asie - 2015) 
Le plan est muni du repère orthonormé direct 


(Ou oi 


1 
On donne le nombre complexe j = — aT i 


v3 

2 ” | 
Le but de cet exercice est d'étudier quelques proprié- 
tés du nombre j et de mettre en évidence un lien de ce 


nombre avec les triangles équilatéraux. 
PARTIE A 


1) a) Résoudre dans l’ensemble € des nombres com- 
plexes l'équation : 
z +z+1=0. 
b) Vérifier que le nombre complexe j est une solution 
de cette équation. 
2) Déterminer le module et un argument du nombre 


comnlexe i_nuisdonner sa forme exponentielle. 


vantes : 


s respectives des nombres 
plan. 


Optimized using  Engle PQR? Justifier la ré- 
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Préparer le bac 


PARTIE B 


Soit a, b, c trois nombres complexes vérifiant l'égalité 

a+jb+ÿc=0. 

On note À, B, C les images respectives des nombres 4, 

b, c dans le plan. 

1) En utilisant la question A) 3b, démontrer l'égalité : 
a—c=j(c—b). 

2) En déduire que AC = BC. 

3) Démontrer l'égalité : a — b = j (b — c). 

4) En déduire que le triangle ABC est équilatéral. 


E D'après Bac (Antilles - Guyane - 2013) 


On considère la suite (z,) à termes complexes définie 
par zo = 1 +iet, pour tout entier naturel n, par : 


__ Zn + [Zn] 
cu 


Pour tout entier naturel n, on pose : Zn = An + ibn, où An 
est la partie réelle de 7, et b, est la partie imaginaire de 
Zn 

Le but de cet exercice est d'étudier la convergence des 
suites (an) et (bn). 


PARTIE A 


1) Donner ag et bo. 


1 2 
2) Calculer zı, puis en déduire que 41 = e et 
il 
bi = =. 
3) On considère l'algorithme suivant : 


Variables: 


À et B des nombres réels 


K et N des nombres entiers 


Initialisation: 
Affecter à À la valeur 1 
Affecter à B la valeur 1 
Traitement: 
Entrer la valeur de 
Pour K variant de : 4 
Affecter à À la A 
Affecter à B la 
FinPour 


. Afficher A 
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Préparer le bac 


a) On exécute cet algorithme en saisissant N = 2. 
Recopier et compléter le tableau ci-dessous conte- 
nant l’état des variables au cours de l'exécution de 
l'algorithme (on arrondira les valeurs calculées à 
1074 près). 


b) Pour un nombre N donné, à quoi correspond la 
valeur affichée par l'algorithme par rapport à la 


situation étudiée dans cet exercice ? 
PARTIE B 


1) Pour tout entier naturel n, exprimer z,:1 en fonction 
de a, et by. 
En déduire l'expression de 4,,1 en fonction de 4, et 
bn, et l'expression de b,.1 en fonction de 4, et bn. 

2) Quelle est la nature de la suite (b,) ? 
En déduire l'expression de b, en fonction de n, et 
déterminer la limite de (b,). 

3) a) On rappelle que pour tous nombres complexes z 

et z': 
Iz+2/| < |z|+|z'| (inégalité triangulaire). 


Montrer que pour tout entier naturel n, 


2 |Zn] 
= 


b) Pour tout entier naturel n, on pose un = |z»|. 


agil < 


Montrer par récurrence que, pour tout entier 


naturel n, 


En déduire que la suite (un) converge vers une 
limite que l’on déterminera. 
c) Montrer tout entier naturel n, 


que, pour 


lan| < un. En déduire que la suite (4,) converge 


‘rminera. 


Guyane - 2014) 
mbres complexes. 


d’un repère orthonormé 
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me unité 2 cm sur chaque 
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Le graphique sera fait sur une feuille de papier millimé- 
tré et complété au fur et à mesure des questions. 

On considère la fonction f qui à tout nombre complexe 
z associe 


(O) = 7220, 


1) Calculer l’image de —1 + iv3 par la fonction f. 

2) Résoudre dans C l'équation f(z) = 5. 
Écrire sous forme exponentielle les solutions de cette 
équation. 
Construire alors sur le graphique, à la règle et au 
compas, les points A et B dont l’affixe est solution de 
l'équation (A étant le point dont l'affixe a une partie 
imaginaire positive). 
On laissera les traits de construction apparents. 

3) Soit À un nombre réel. On considère l'équation 
f(z) = À d'inconnue z. 
Déterminer l’ensemble des valeurs de À pour les- 
quelles l'équation f(z) = À admet deux solutions 
complexes conjuguées. 

4) Soit (F) l'ensemble des points du plan complexe dont 
affixe z vérifie : 


f(z) 81 = 3. 


Prouver que (F) est le cercle de centre O(—1 ; 0) et 
de rayon V3. 
Tracer (F) sur le graphique. 

5) Soit z un nombre complexe, tel que z = x + iy où x 
et y sont des nombres réels. 
a) Montrer que la forme algébrique de f (z) est 


x? — y + 2x + 9 + i(2xy + 2y). 


b) On note (E) l’ensemble des points du plan com- 
plexe dont l’affixe z est telle que f(z) soit un 
nombre réel. 

Montrer que (E) est la réunion de deux droites D; 
et D? dont on précisera les équations. 
Compléter le graphique de l’annexe en traçant ces 
droites. 

6) Déterminer les coordonnées des points d’intersec- 

tion des ensembles (E) et (F). 


D’après Bac (Amérique-du-Nord - 2015) 


On se place dans un repère orthonormé et, pour tout 
entier naturel n, on définit les points (An) par leurs co- 
ordonnées (x; ; yn) de la façon suivante : 


xo = —3 


et pour tout entier naturel n : 


Xn+1 — 0,8%: — 0,6: 


Yn+1 0,6xn +0, BYn 


1) a) Déterminer les coordonnées des points Ao, A: et 
Ab. 
b) Pour construire les points An ainsi obtenus, on 


écrit l'algorithme suivant : 


Variables 
il, X, y, | : nombres réels 
Initialisation : 


= à 


x prend la valeur 


y prend la valeur 4 


Traitement 
Pour i allant de 0 à 20 


de coordonnées (x ; y) 


O 0O J O CIRE GO TNO ES 
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cet algorithme pour qu'il 
à A20. 


Préparer le bac 


c) À l’aide d’un tableur, on a obtenu le nuage de 


points suivant : 


7—-6-5-4-3-7-11 
e — 


e 
—È 
., 
=5 
=o 


Identifier les points Aọ, A1 et A2.. 
Quel semble être l’ensemble auquel appartiennent 
les points An pour tout n entier naturel ? 

2) Le but de cette question est de construire géométri- 
quement les points À, pour tout n entier naturel. 
Dans le plan complexe, on nomme, pour tout entier 
naturel n, Zn = xn + iy, l’affixe du point Aq. 

a) Soit un = ||. Montrer que, pour tout entier natu- 
reln : un = 5. Quelle interprétation géométrique 
peut-on faire de ce résultat ? 

b) On veut démontrer qu'il existe un réel 0 tel que 
cos(6) = 0,8 et sin(0) = 0,6. 

i) Démontrer qu'il existe un nombre réel 
0E |o; =] tel que cos(8) = 0,8. 
ii) Que vaut sin (0) ? Justifier votre réponse. 


c) Montrer que, pour tout entier naturel n : 
eÊ zy = Zn41- 


d) Démontrer que, pour tout entier naturel n : 


Zn = €" zo. 


e) Montrer que 0 + = est un argument du nombre 
complexe zo. 

f) Pour tout entier naturel n, déterminer, en fonction 
de n et 0, un argument du nombre complexe Zp. 
Expliquer, pour tout entier naturel n, comment 


construire le point A„+1 à partir du point A;. 
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Préparer le bac 


EX D'après Bac (Pondichéry - 2013) 


x 


Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct 


Or 


On note C l’ensemble des nombres complexes. 


Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est 
vraie ou fausse en justifiant la réponse. 


1) Proposition : Pour tout entier naturel n : 
(ne) 


2) Soit (E) l'équation (z — 4) (2 = 4z+ 8) = 0 où z dé- 
signe un nombre complexe. 
Proposition : Les points dont les affixes sont les solu- 
tions, dans C, de (E) sont les sommets d’un triangle 
d’aire 8. 


3) Proposition : Pour tout nombre réel à : 
Le = D oe) 


4) Soit A le point d’affixe za = ni +i) et M, le point 
d’affixe (zA)" où n désigne un entier naturel supé- 
rieur ou égal à 2. 

Proposition : si n — 1 est divisible par 4, alors les 
points O, A et M, sont alignés. 


5) a j le nombre complexe de module 1 et d'argument 
T 
En 
Proposition : 1 +j + j? = 0. 
6) Soient A, B,C trois points d’affixes a,b,c distinctes 
deux à deux. 
Proposition : Le triangle ABC est isocèle en A si et 


seulement si = 1, 


Da; ‘28 peuvent être traitées 

ind 

Da rté au repère orthonormal 
dir 2 A le point d’'affixe 1 et C 
le c ron 1. 
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? feuille de papier millimé- 
hique. 
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PARTIE A 


On considère l'équation 


(Eje ==, 


où z est un nombre complexe. On appelle zı et z2 les 
solutions de (E). 


1) Résoudre l'équation (E) dans l’ensemble des 
nombres complexes C. 

2) On appelle Mı et M les points d’affixes respectives 
zı et z dans le repère (O ; T, T) Montrer que Mı 
et M appartiennent au cercle C. 


PARTIE B 

On considère l'application f du plan complexe qui à 

tout point M d’'affixe z distinct de A associe le point M’ 
d’affixe z' définie par 

n2 22l 

2z—2 


1) Placer le point A et tracer le cercle C sur une figure 
que l’on complètera au fur et à mesure. 


2) Montrer que pour tout complexe z distinct de 1 on a 


Ee 


3) Montrer que pour tout point M distinct de A on a: 


e AMx AM'= 5; 
e M' £A; 


eya 


4) On considère le point P d’affixe zp = 1+e'f. 
Construire le point P. 

5) En utilisant la question 3, expliquer comment 
construire le point P’, image de P par f, et réaliser 
cette construction. 

6) Dans cette question toute trace de recherche, même 
incomplète ou d'initiative, même infructueuse, sera prise 
en compte dans l'évaluation. 

Soit un point M appartenant à la droite D d'équation 

x= 7 Soit M' son image par f. 

a) Montrer que le point M’ appartient au cercle C’ de 
centre O de rayon 1. 

b) Tout point de C’ a-t-il un antécédent par f ? 


j Équations 


MT] On s'intéresse dans cet exercice à la notion de 
racine carrée dans les nombres complexes. 
1) Pour les nombres z; suivants, donner un nombre 


complexe dont le carré fait z; : 
Z1=4, 22 = —16 , z3 = —-15. 


2) Soit Zo = 1 +i, on se propose de déterminer un 
nombre complexe z tel que z2? = Zo. 

a) Mettre Zo sous forme exponentielle. 

b) À l’aide des règles sur les puissances, en déduire 
l'écriture exponentielle puis algébrique d’un com- 
plexe z tel que z2? = Zo. 

3) Un autre exemple. On considère le nombre complexe 

Zı = 10 — 6i. 

a) Expliquer pourquoi on ne peut pas reprendre la 
méthode de la question précédente. 

b) Soit z = a + ib un nombre complexe. Écrire le sys- 
tème d'équations que doivent satisfaire a et b pour 
que = 

c) En déduire a et b. 

4) Démontrer que pour tout nombre complexe Z, il 


existe un nombre complexe z tel que z2? = Z. 


EI Une équation de degré 3 


On considère l'équation d’inconnue z € C: 
#-24+2=0 (E) 


1) Vérifier que z° — z? +2 = (z+1)(z? — 2z + 2) pour 
tout nombre complexe z. 

2) En déduire la résolution de l'équation (E). 

3) Placer dans un repère orthonormé les points dont les 
affixes sont des solutions de l'équation. 

4) Démontrer que le triangle obtenu est isocèle. 


102 Paix 2 robes, ó] dans [0 ; x], on considère 
léc 


z+1=0. 


N : 0 pour lesquelles l’équa- 
i ‘elle. 
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Approfondir 


ITA] Une équation bi-carrée 


On cherche à résoudre dans C l'équation 
z — 22 -3-0 (E) 


1) Démontrer que si z est une solution de E alors Z l’est 
aussi. 

2) On pose Z = z. Réécrire alors E comme une équation 
en Z. 

3) Résoudre cette nouvelle équation. 

4) En déduire les solutions de E et vérifier la propriété 
démontrée au 1). 


I Modules, arguments et complexes 


TZ] On considère trois points du plan A,B et C dont 
les affixes sont z4 = 1 +i, zg = 3 + 5i et enfin 


zc = 2(1 + V3) +i(3 — V3). 
1) Déterminer les affixes des vecteurs AÈ et AÈ ; 


2) En déduire que le triangle ABC est isocèle en A. 
3) À l’aide d’un quotient de complexe, démontrer que 


(4, AC) a pour mesure — Z. 
4) En déduire la nature du triangle ABC. 
WH inégalité triangulaire 
On considère deux nombres complexes zı et z2 aux- 


quels on associe les points Mı (z1) et M2 (z2) dans un 
repère orthonormé. 


1) Traduire l'inégalité Mı M) < OM; + OM en termes 
de nombres complexes. 

2) En déduire que pour tout zı et z2 dans C on a l'in- 
égalité dite « triangulaire » : 


[21 +z2| < |z1l + |z2l. 


3) On considère une suite de nombres complexes 
(Zn)nen. Démontrer que pout tout entier n on a: 


|z1 +--+ Za| < |z| +--+ [znl 


4) Traduire cette dernière inégalité à l’aide du symbole 


n 
de sommation }_. 
k1 
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Approfondir 


M Soit a = 1 +i, on pose pour tout z € C : f(z) = az. 

1) Dans le plan complexe, placer les points A(2), 
B(—1), C(i), D(1 — i) et E(2i — 2). Placer ensuite les 
points : A”(f(2)), B'(f(—1)),C'(f(), D'(F(1 — i)) et 
E!(f(2i — 2)). SEn 

2) Déterminer les angles (OÀ,OA! ), (OB, OB} ) et 


—— 


(OË, oc’). 


-~ 


OC' OD' i OF' 
OC’ OD © OE` 
4) Conjecturer l’action qu'a f sur le plan complexe. 


3) Déterminer les rapports 


5) Déterminer une forme trigonométrique de a, en dé- 
duire pour tout z € C le module et l'argument de 
f(z) en fonction de ceux de z. 


6) Démontrer votre conjecture. 


Soit a € C, on pose pour tout z € C; f(z) = z +a. 

1) Pour a = 2 +i, placer dans le plan complexe les 
points A(0), B(i — 1) et C(2i) et les points A’(f(0)), 
B'(FG— D), C2). a 

2) Déterminer les affixes des vecteurs AA’, BB’ et CC. 

3) Conjecturer la transformation géométrique qu'effec- 
tue f sur le plan complexe. 

4) Pour a et z quelconques, déterminer l’affixe du vec- 
teur AA? , A étant le point d’affixe z et A’ le point 
d'affixe f (z). 

5) Démontrer votre conjecture. 


INJ On considère dans le plan complexe l’ensemble £ 
des points M; de coordonnées 


xM; = —1+2cos(t) 
YM: = 2+2sin(t) 


pour t € R, et C, le point d’affixe zc = —1 + 2i. 

1) Soient t € R et z; l'affixe de M4. Calculer |z; — zcl. 
En déduire que M; se trouve sur un cercle C dont on 
précisera le centre et le rayon. 

2) Soit M un point de C et z son affixe. On pose; 

7 == Zç: 
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ès complexes z et z’, on 
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cherche à démontrer algébriquement l'inégalité trian- 

gulaire de l'exercice 105. 

1) En utilisant la conjugaison, écrire |z + z/[? en fonction 
de |z|, |z/| et Re(zz/). 

2) En utilisant les variations de la fontion racine carrée, 
montrer que la partie réelle d’un complexe est infé- 
rieure à son module. 


3) En déduire que 
lz +z? < (z| + |z". 
4) Conclure la démonstration. 


ET] inégalité triangulaire inverse 
On considère deux nombres complexes z et z’, on 


cherche à montrer que 
la 12111 < l-z] 


1) En écrivant |z| = |z +7’ — z/| et en utilisant l’inéga- 
lité triangulaire (exercice 105), montrer que 


|z| = |z" < 12-71. 


2) Établir que 
71-121 < lz- 71. 


3) Conclure la démonstration. 


j Divers 


EEE] Un peu de logique 
Dans chacun des cas suivants, on donne deux affirma- 
tions À et B. On demande à chaque fois de préciser 
laquelle implique l’autre ou si elles sont équivalentes. 
Justifier précisément. 
1) A : « Le nombre complexe z est un nombre réel. » 
B:«arg(z) = 0 [27] » 
2) A : «les points A, B,C d’affixes zA, zg, zc sont dis- 
tincts et alignés ». 
B: «arg E=) = 0 [x] » 


ZB — ZA 
3) A : «z est solution d’une équation du type 


az? + bz? + cz +d = 0 avec a,b,c,d réels ». 


B : «Z est solution de la même équation ». 


DA Soit a, b deux complexes de module 1. 
1) Donner un exemple de deux complexes a, b tels que 
ab = —1. 


2) On suppose maintenant que ab 7 —1, démontrer 
ou 
LT + ab 


E En électronique, on représente parfois les « résis- 
tances » de certains composants par des nombres com- 
plexes. Par exemple, une résistance pure est représentée 
par le réel Z, = R tandis qu’une bobine est représentée 
par le complexe Z, = iLw, où L dépend de la bobine et 
w du courant qu’on met dans le circuit. Lorsqu'ils sont 
montés en parallèle, on peut les remplacer par un com- 


posant unique associé au complexe Ze tel que : 


Démontrer que Ze = 


ET] Pour tout nombre complexe, z, on pose 
f(z) = 4 — 102? + 3872 — 90z + 261. 


1) Démontrer que si z est solution de l'équation, alors 
son conjugué Z l’est aussi. 

2) Soit b € R, exprimer en fonction de b les parties 
réelle et imaginaire de f (bi). 

3) En déduire que l'équation f(z) = 0 admet deux 
solutions imaginaires pures. 

4) Démontrer qu'il existe deux nombres réels x et B que 
l’on déterminera, tels que pour tout nombre com- 


plexe z on ait 
fe) = (+9) (2 +az +p). 


5) Résoudre alors dans C l'équation f(z) = 0. 


DH Les entiers de Gauñ 

On appelle entier de Gauf tout nombre complexe de la 

forme k + i£, où k et £ sont des entiers relatifs. 

1) Montrer que la somme et la différence de deux en- 
tiers de Gauf sont des entiers de Gauf. 

2) Montrer que le produit de deux entiers de Gauf est 
un entier de Gauk. 


3) Déterminer l'é re alsébrique de l'inverse de 2i. 


sauf est-il nécéssairement 


C— {i} dans C par: 


z —1 
Zz — i 
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1) Démontrer que 1 n’a aucun antécédent par f. 
2) On pose z = x + iy. Vérifier qu’on a alors : 


(x +y- x-y) +il(x+y-1) 


fz)= x24 (y1) 


3) Déterminer l'ensemble des points M d’affixe 

z = x + iy du plan tels que f (z) est un nombre réel. 
4) Même question pour avoir f (z) imaginaire pur. 
5) Déterminer les points M d'affixe z tel que |f(z)| = 1. 


On se propose dans cet exercice de calculer des 
27 

valeurs exactes de cos 5h 

1) Démontrer que pour tout nombre complexe z Æ 1: 


1— zf 


1+z+z2 +z +724 = ; 
1-z 


:2 
2) En utilisant la valeur zọ = el # dans la formule pré- 


cédente, démontrer que : 


1 1 
(3+3) + (+2) +10 
Zo Zo 


3) Démontrer que : 


1 1” 
2 
Z+— | —=|[Zo+—]) —2. 
(z >) (a =) 
et que wka 2 cos =. 
ue : — | = — |. 
q 0 2 5 


2 
4) En déduire que cos (Z est solution d'une équa- 


tion du second degré que l’on précisera, puis calculer 
la valeur exacte cherchée. 


E Formules d’additions 
1) Démontrer que pour tous nombres réels p,q on a: 


ei? + eff = 2e x cos (=) f 


2) En déduire la formule suivante : 


cos(p) + cos(q) = 2 cos (=) cos (2) ; 


3) Par une similaire, déterminer une formule analogue 


pour : 


sin(p) + sin(q). 
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Je teste mes connaissances 


À la fin de ce chapitre, je dois être capable de : 


> Calculer dans C > Connaître les formes algébriques, trigonométrique 
> Résoudre une équation dans C ou exponentielle d’un nombre complexe 
> Connaître le conjugué, le module et l'argument d'un » Savoir utiliser les nombres complexes en géométrie 


nombre complexe 


Des ressources numériques 
QCM d ’auto-évaluation pour préparer le chapitre sur 


Pour chaque question, plusieurs réponses sont proposées. Déterminer celles qui sont correctes. 


Le nombre complexe (1 + i)” est égal à : 


@ 2? () 6,9 x 10” (c) 2% @ 0 


TE 
Le nombre complexe I ks est égal à : 
1 . . 1 3. 
@ -5 () 1-3 ©3-i OR 
| . : ir 3z +i 
Soit f la fonction dans —{i} dans C définie par f (z) = sa 


L'image du nombre complexe z = 1 + 2i est : 


@)3+6i (b) 5+2i (ce) 10 > oi 


[EA L'antécédent de i est : 


OS oi OS OF 


La solution de l'équation 2iz + 1 = 2 — i est : 
Ea 1 


6) -5+5i W= @) -1 +i 


5 = 0 a pour solution dans C : 


(b) {-2-i; -2+i} © {2-i;2+i} @) {2- 3i; 2+3i} 


Orm. ©2-;i (d) -4+3i 


264 Chapitre G1. Nombres complexes 


Le nombre complexe z = —2 (cos (2) — sin (Z) i) a pour argument : 


® + Ci @ -— 


TT 


@ -3 


5V3 [1 3 
L'écriture exponentielle de z = n G + £) est : 


15 ,# 
2 


z = (1 — i)e? a pour argument: 


OË OË © + Of 


On considère les points A(2 + i) et B(2 — 4i) dans un repère (0; W, T ), le triangle OAB est : 
(a) équilatéral (b) isocèle (©) rectangle (d) quelconque 


On considère les points A(1 — 2i), B(1 + 3i) et C(2 — i) l’affixe du point D tel que ABCD soit un parallé- 
logramme est : 


(a) 2-6i () 2+4i (e) 4i (d) 5 


On considère un point M du plan complexe d’affixe z. Déterminer l’ensemble auquel appartient M quand 
z vérifie : |z —1+i] = |z + 2i|. On considère A et B les points d’affixes 1 — i et —2i. 

(a) Le cercle de centre Q(1 — i) et de rayon 2 (c) La médiatrice de [AB] 

(b) Le milieu de [AB] (d) L'ensemble vide 


On considère les points A(1 — 2i) et B(3 + i) dans le plan complexe. Une équation de la droite (AB) est : 
1 
2 


3 7 2 2 2 2 3 
Oy-x- OE ©y=-53*-3 ©Oy=-7*- 


On considère les points A(—2 — i), B(1 — 2i), C(2 +i) et D(—1 + 2i) dans un repère orthonormal. 
(a) ABCD est un losange (©) ABCD est un carré 
(b) ABDC est un parallélogramme (d) ABCD a pour aire 8 
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Travaux pratiques 


ME Q Utilisation des calculatrices 


Le but de ce TP est de constater à l’aide des calculatrices certaines propriétés du module et de 
l'argument. On considère les deux nombres complexes suivants : 


z =-1+iv3 z =1+i 


1) En utilisant les fonctionnalités de votre calculatrice (voir ci-dessous) déterminer le module 
et l'argument de z4 et z2. 


| -i+i [3] Abs <-1+iX{3) 
2 5 
. = -1+1Xx 
argumenti -itia [rs CH LS 294395102 
2.894395142 


SEANA T 


2) Toujours à l’aide de votre calculatrice : 
a) donner le module et un argument de z1 X 22 
b) donner la forme algébrique de z1 x 22. 

3) Vérifier qu'on a les formules suivantes : 


|z1 X z2| = |z| x [22] arg(z1 X Z2) = arg(z1) + arg(z2) [27] 


; Z PE E E 
4) Proposer des formules analogues pour le quotient s et les vérifier à l’aide de votre calcula- 
2 
trice. 
: 31. à : Z zj 
5) Déterminer la forme algébrique du quotient S et déduire de ce qui précède la valeur exacte 
2 


5m 
de cos | — |. 
12 
6) Proposer des formules donnant le module et l'argument de z} en fonction de ceux de z1. Vé- 
rifier cette formule à l’aide de votre calculatrice en prenant n = 12. Prouver rigoureusement 


cette formule. 


TP © La fonction inverse dans les complexes 
On note f la fonction définie de C* dans C* par f(z) = L. 


EX Conjecture avec un logiciel de géométrie dynamique 

1) Créer un point M libre sur le cercle de centre l’origine et de rayon 1. On appelle z son affixe. 
Créer le point M’ d'affixe : (on pourra par exemple créer un nombre L = x(M) +iy(M) 
ixe 1/L). 
ction « trace », conjecturer la position des points M’ lorsque M parcourt le 


rigine et de rayon 1. 

x questions précédentes en prenant le point M successivement : 
rcle de centre O et de rayon 2. 
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Travaux pratiques 


E] Preuves des conjectures 

1) En utilisant les propriétés du module, prouver la conjecture des questions 2) et 3) a) 

2) On veut prouver la conjecture de la question 3) b). 
a) Justifier qu'un point M d'affixe z = x + iy est sur le cercle de centre A(0 ; 1) et de rayon 

1 si et seulement si : x? = 1 — (y —1)?. 

b) Déterminer l'écriture algébrique de 1/z, l’affixe du point M en fonction de z = x + iy. 
c) En déduire l’ordonnée des points M’ d’affixe 1/z lorsque M(z) est sur ce cercle. 

3) On veut maintenant étudier l'observation de la question 3) c). 


I 1 
a) Démontrer que le point M'(1/z) est sur le cercle de centre B (o j= 5) et de rayon 5 si 
et seulement si : |z — 2i] = |z]. 
b) En déduire la preuve de la conjecture du 3) c). 


TP & Spirales et nombres complexes INFO] 


Soit r Æ 0 un nombre complexe et la suite de nombre complexes définies par zọ = 4 et 
Zn+1 = T X Zn. On notera également À, le point du plan ď'affixe z,. On veut étudier certaines 
propriétés de la suite de points (An )nen selon les valeurs de r. 


EX Construction avec un logiciel de géométrie dynamique 
1) À l’aide de la partie tableur, calculer les 10 premières valeurs de la suite et faire apparaître 
les points An correspondants (on prendra pour r une valeur arbitraire stockée dans une 
cellule). 


2 
2) Dans le cas où r = 7 (1 +i), quelle conjecture peut-on faire sur la suite de points (An )nen ? 
3) Dans le cas où r = 1 + i, quelle conjecture peut-on faire sur la valeur de (OA, OÂyu) ? 


2 
4) Dans le cas où r = i (1 +i), quelle conjecture peut-on faire sur la suite de points (An )nen ? 


E Preuve des conjectures 


v2 


1) Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes 1 + i, T (1+i)et zl +i). 

2) En déduire une preuve dela conjecture du 2). 

3) Exprimer l'angle OÂ,, OÂ,u) en fonction de z,,1 et Zn. En déduire la preuve de la 
conjecture de la question 3). 

4) Démontrer que la suite(un)n définie par un = OA, est une suite géométrique dont on dé- 
terminera la raison. En déduire la preuve de la conjecture du 4). 


2 
as où r = Lasi) 


me permettant le calcul des termes successifs de la suite (Zn )ney jusqu’à 
p est un nombre réel strictement positif choisi par l'utilisateur. 


gun using gorithme à l’aide de votre calculatrice et en déduire la valeur de n à partir 
www.balesio.com Pur la première fois |z:| < 0,01. 
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Travaux pratiques 


TP O Les ensembles de Julia 


Les ensembles de Julia ont été mis en évidence par le mathématicien qui leur a donné son nom : 
Gaston Julia (1893-1978). Ces ensembles sont construits à partir d’un problème concernant les 
suites de nombres complexes du type z,:1 = 22 + c, où c un un nombre complexe fixé. Dans 
la suite on prendra c = —1. 
Ces suites peuvent soit rester bornées, soit diverger selon la valeur de départ z0. Les ensembles 
de Julia « remplis » étant constitués des z0 pour lesquels la suite des modules des z, reste 
bornée. 
1) On note x, et yn les parties réelles et imaginaires de z„. Exprimer *,:1 et y,+:1 en fonction 
de xn et yn. 
2) On définit une suite de nombres réels (un )n en posant un = |zn| 
a) À l’aide de l'inégalité triangulaire (voir exercice 110), démontrer que pour tout n € N on 
a: 


Un+1 > u2 — 1. 


b) Démontrer alors par récurrence que s’il existe un rang no tel que un, > 2 alors : un > 2 
pour tout n > no. 
En déduire alors que pour tout entier naturel n > no: 


Un > 2770 4+1. 


c) En déduire im, |zn| dans ce cas. 
3) On va maintenant se servir du critère précédent pour déterminer des valeurs initiales zo 
dont on pense qu’elles sont dans l’ensemble de Julia. 
e Demander une valeur de départ Z et un nombre maximal de termes à calculer N. 
e À partir de cette valeur de départ, calculer les termes successifs de la suite (Zn )nen en 
calculant leurs parties imaginaires et réelles. 
e Arrêter le calcul dès que le module d’un des termes dépasse 2. 
e Répondre positivement si, avec la valeur de départ donnée, on estime que la suite des 
(Zn)nen est bornée. 
4) Traduire cet algorithme en un programme avec AlgoBox ou Python. 


5) Exécuter cet algorithme pour différentes valeurs de zo (en prenant N > 50). 


omplexes, démontrer que si deux entiers sont la somme de deux carrés de nombres 
alement la somme de deux carrés de nombres entiers. 


utiliser les nombres complexes 
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GÉOMÉTRIE 


Espace : droites, 
plans et vecteurs 


Connaissances nécessaires à ce chapitre 


> Utiliser une représentation d’un objet de l’espace »> Maîtriser le calcul vectoriel dans le plan avec ou sans 
> Calculer des aires et des volumes repère 
» Utiliser la colinéarité de deux vecteurs > Résoudre des systèmes. 


Des ressources numériques pour préparer 
Auto-évaluation le chapitre sur manuel.sesamath.net 


Dans le plan muni d’un repère (O;i,j), soit 

A(1;4),B(—-2;-1),C(-1;0,7) et E(1;1). 

1) A, B et C sont-ils alignés ? 

2) Soit 2 la droite parallèle à (AB) passant par E et 
M(x;y) un point de 2. Montrer qu'il existe un 
unique réel t tel que EM = tAË. 


3) Déterminer les coordonnées du point F tel que 
AË = 2BÈ —3AË. 


ABCDEFGH est un cube de côté a IEJ Résoudre les systèmes suivants : 


1) Exprimer la distance EB en fonction de 4. 1) SEAT 
2) Préciser la nature du triangle FBC. 4x- y = 
3) Étudier la nature du triangle EBG. y = 4x —3 
F= ARCDE Hest 1n cube de côté a. 2) —12x + 5y =9 
1 > cube. 
e ` X — y = 
2 ‘traèdre ABDE. 3) 
3 1polyèdre BCGFEHD — 1x +3y =7 


Optimized using 
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Soit SABCD une pyramide dont la base ABCD est un carré de centre O. S 
Soit I et J les milieux respectifs des segments [SC] et [SD] et K le point du 


segment [SB] tel que SK = ZSB. 


1) Reproduire et compléter la figure en perspective cavalière. 
2) Dans chacun des cas suivants, que peut-on dire des positions 
relatives des droites citées ? 
a) (OB) et (CD) A B 
b) (IJ) et (AB) 
c) (OK) et (SD) 
d) (OK) et (AS) 
3) Dans chacun des cas suivants, que peut-on dire des positions relatives des plans cités ? 
a) (OCK) et (SAD) b) (OIJ) et (SAB) c) (IJK) et (BAC) 
4) Dans chacun des cas suivants, que peut-on dire des positions relatives de la droite et du 
plan cités ? 
a) (SK) et (OCD) b) (IJ) et (ABC) c) (OC) et (ABD) 
5) Résumer les positions relatives possibles dans un tableau pour chacun des cas suivants : 
a) Pour deux droites de l’espace. 
b) Pour deux plans de l'espace. 
c) Pour un plan et une droite de l’espace. 


Vecteurs de l’espace 


On étend à l’espace la notion de vecteur étudiée dans le plan. Un vecteur non nul est donc 
défini par sa direction, son sens et sa norme et les propriétés des vecteurs du plan sont aussi | 
étendues aux vecteurs de l’espace (relation de Chasles, colinéarité, propriétés algébriques). 


On considère la figure ci-contre où ABCDEFGH est un cube et O est le centre E H 
du carré ABFE. 


1) Citer trois vecteurs égaux. 
2) Exprimer le vecteur AÖ en fonction de AŻ et AÈ. 
> 1 à 
3) Reproduire la figure et placer le point M défini par DM — DC +2DH. 
TAA PDF enant le point M. 
Le Re > 1 È 1 à 
léfini par BN = 5B — 78 f 
enant le point N. 


aractérisation vectorielle de l'appartenance 
an défini par trois points non alignés. 
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Activités d'approche 


Définir une droite ou un plan par un système d’équations 


Partie A : Droite de l’espace 


> > = 
Dans un repère (O; i, j, k ) de l’espace, on considère une droite Z de vecteur directeur 
3 
T? | —4 | et passant par le point A(—6;1;5). 
2 


Soit M(x; y;z) un point de l’espace. 


1) a) Écrire une relation vectorielle traduisant l'appartenance du point M à la droite 2. 
b) Écrire un système que doivent vérifier les coordonnées (x;y;z) du point M pour que M 
appartienne à la droite 2. 
a 
2) Reprendre la première question avec Z de vecteur directeur # | B | où à, B et y sont des 


réels non tous nuls et passant par le point A(xA ;YA;ZA)- 7 
Partie B : Plan de l’espace 
3 
Dans un repère (O;1, j,k) de l’espace, on considère un plan 2 dirigé par les vecteurs ï | —4 
2 
7 
etü | —3 | et passant par le point A(—6;1;5). 
8 


Soit M(x;y;z) un point de l’espace. 


1) a) Écrire une relation vectorielle traduisant l'appartenance du point M au plan 2. 
b) Écrire un système que doivent vérifier les coordonnées (x;y;z) du point M pour que M 
appartienne au plan 2. 
a a 
2) Reprendre la première question avec Z dirigé par ï | B | et u' B' | deux vecteurs non 


Y Y 
nuls et non colinéaires et passant par le point A(x; YA; ZA). 
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Cours - Méthodes 


LL Positions relatives de droites et plans 


RAPPEL : 
1) Un plan est défini par : 
e trois points non alignés ou 


e deux droites sécantes ou 


e deux droites strictement parallèles. 
2) Si un plan 2# contient deux points distincts A et B de l’espace, 
alors il contient la droite (AB). On note (AB) C 2. 
3) Tous les résultats de géométrie plane (théorèmes de Thalès, de Pythagore...) 
s'appliquent dans chaque plan de l’espace. 


Dans la suite du paragraphe, ABCDEFGH est un cube. 


E PROPRIÉTÉS : Positions relatives de deux droites 


Deux droites de l’espace sont soit coplanaires (c’est-à-dire qu'il existe un plan les contenant 
toutes les deux), soit non coplanaires (c'est-à-dire qu'il n'existe aucun plan les contenant 
toutes les deux). 
Si elles sont coplanaires, alors elles sont soit sécantes, soit parallèles (strictement parallèles 
ou confondues). 


Droites coplanaires (dans un même plan) Droites non coplanaires 


Droites sécantes Droites strictement parallèles Droites confondues 


(AD) et (AF) sont sécantes I centre de ADHE (AH) et (AD) et (FG) sont stricte- (BC) et (AF) sont non 
en À (AD) sont confondues ment parallèles coplanaires 


E PROPRIÉTÉS : Positions relatives de deux plans 


Deux plans de l’espace sont soit sécants (leur intersection est une droite), soit parallèles. 


Plans sécants Plans parallèles 


Les plans (CGH) et (ADH) sont sécants selon Les plans (BCG) et (ADH) sont strictement 
la droite (DH) parallèles Les plans (EAD) et (ADH) sont confondus 
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| 


Le Cours - Méthodes 


E PROPRIÉTÉS : Positions relatives d’une droite et d’un plan 


Une droite et un plan de l’espace sont soit sécants, soit parallèles. 


Droite et plan sécants Droite et plan parallèles 


La droite (AH) est strictement parallèle au (AH) est contenue dans le plan 
La droite (AH) est sécante en H au plan (DCG) plan (BCG) (ADH) 


i2, Parallélisme dans l’espace 


E PROPRIÉTÉ 


m Si deux droites sont parallèles à une même droite alors elles sont parallèles entre elles. 
m Si deux plans sont parallèles à un même plan alors ils sont parallèles entre eux. 


E PROPRIÉTÉ 


Une droite est parallèle à un plan si et seulement si elle est parallèle à une droite de ce plan. 


L Exemple. 


d est parallèle à di et dı est contenue dans 
le plan p donc d est parallèle à p. 


E PROPRIÉTÉ 


Si un plan p contient deux droites sécantes respectivement parallèles à deux droites sécantes 
d’un plan g’ alors les plans p et g' sont parallèles. 


L Exemple. 


di et d sont deux droites du plan dı 
p; dı et d} sont sécantes et respec- 
tivement parallèles à deux droites du 
plan g’ donc les plans p et p’ sont 
parallèles. 
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Cours - Méthodes gm 


E PROPRIÉTÉ 
Si deux plans sont parallèles, alors tout plan qui coupe l’un coupe l'autre et les droites 
d’intersection sont parallèles entre elles. 


I Exemple 


Les plans p et g’ sont parallèles et p et g” 
sont sécants avec p N p” = d, donc g' et 
p” sont sécants et g' N p” = d' où d' est 
une droite parallèle à d. 


E PROPRIÉTÉ : Théorème du toit 


Soit p et p' deux plans distincts, sécants 
selon une droite A. 

Si une droite d de p est strictement paral- 
lèle à une droite d’ de ÿ” alors la droite A 
intersection de p et g" est parallèle à d et 
AG. 


W PREUVE. Par hypothèse, pN 6! = A et d//d'. Les droites d et d’ sont parallèles donc elles 
sont coplanaires. Donc, il existe un plan Q qui contient à la fois d et d”. Mais alors d et A sont 
contenues dans g et d’ et A sont contenues dans g'. Donc : pN Q =detg NQ = d. 
Montrons que d//A. Supposons que d et A ne soient pas parallèles. Donc elles sont sécantes 
en un point À. 

A€cdetA€EA. 

e Acdetd=pNQ donc A €Q. 

+ A€AetA = pN donc A € ÿ. D'où À EQN Q =d. 

Par conséquent, A € d' et A € d et par conséquent, d et d’ sont sécantes en A. Ce qui est 
absurde, contraire à notre hypothèse. 

Les droites d et A sont donc parallèles. De plus, comme d et d” sont parallèles, on en déduit que 
les droites d’ et A sont aussi parallèles. 


Conclusion : L'intersection de p et p’ est une droite A parallèle à la fois à d et à d’. 


REMARQUE : Une autre démonstration de ce théorème est proposée dans l'exercice YJ. 
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m Cours - Méthodes 


Mamoa AM Construire la section d’un solide par un plan > Ex. EX] p. 285 


a- 


Il s’agit de construire l'intersection de ce plan avec chacune des faces du solide. 


On considère le cube ABCDEFGH ci-contre. On note M le milieu du segment [EH] et N celui 
de [FC]. 
Tracer la section de ce cube par le plan (MNG). 


Correction 


L'intersection du plan (MNG) avec la face HEFG est le segment 
[MG]. Il est visible, on le trace donc en trait plein. 

G, N et B sont alignés, donc l'intersection du plan (MNG) avec 

la face FGCB est le segment [GB]. Il est visible, on le trace donc 

en trait plein. 

Les faces EHDA et FGCB étant parallèles, l'intersection du plan 
(MNG) avec la face EHDA est le segment passant par M et paral- 
lèle à (GN). Il n’est pas visible, on le trace donc en pointillés. 
Notons P le point d’intersection de (MNG) et (EA). L'intersection 
du plan (MNG) avec la face ABFE est le segment [PB]. Il est vi- 
sible, on le trace donc en trait plein. 

La section du cube par le plan (MNG) est le polygone MGBP co- 
lorié en rouge. Comme (MP)//(GB), il s'agit d’un trapèze. 


Orthogonalité dans l’espace 


E DÉFINITION : Orthogonalité de deux droites 


Deux droites sont orthogonales si leurs parallèles passant par un même point sont perpen- 
diculaires dans le plan qu’elles définissent. 


REMARQUE : Deux droites perpendiculaires sont orthogonales mais la réciproque est fausse. 


‘CDEFGH ci-contre, 
IG) L (GC) donc 
rthogonales. On note 
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Cours - Méthodes 


E DÉFINITION : Orthogonalité d’une droite et d’un plan 


E THÉORÈME 


Manr Démontrer l’orthogonalité de deux droites > Ex. EN] p. 286 


Dans le cube ABCDEFGH représenté dans l'exemple précédent, démontrer que (GC) L (BD). 


Correction 


La droite (GC) est perpendiculaire à (BC) et à (CD) qui sont deux droites sécantes du plan 
(ABC) donc (GC) est orthogonale au plan (ABC) donc à toutes les droites de ce plan. En 
particulier, on en déduit que (GC) L (BD). 


Vecteurs de l’espace 


E PROPRIÉTÉS : Vecteurs colinéaires 


M PROPRIÉTÉ : Caractéristique 


E DÉFINITION : Vecteurs coplanaires 
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Cours - Méthodes 


M PROPRIÉTÉ : Caractéristique 


I PREUVE A, B et C ne sont pas alignés. Les vecteurs AŻ et AÈ n'étant pas colinéaires, 

(A; AÈ, AË) est donc un repère du plan (ABC). 

e Si M appartient à (ABC), alors M, A, B et C étant coplanaires, il existe à et B deux nombres 
réels tels que AM = «AÈ + BAC. 

+ Réciproquement, si M est un point de l’espace tel que 


AM = «AÈ + BAC, avec à et B deux nombres réels, alors il existe un point N de la droite 
(AB) tel que AN = a AB. 

AM = a AB + BAČ s NM = BAC. M est donc un point de la droite parallèle à (AC) 
passant par N. Donc, comme N € (ABC), M € (ABC). 


E PROPRIÉTÉ 


— 
I PREUVE Soit A, B, C et M les points de l’espace tels que & = AM, ü = AB et& = AC. 
ü, Ÿ et Ù sont coplanaires si et seulement si A, B, C et M sont coplanaires, c’est-à-dire si et 
seulement si il existe deux réels « et B tels que AM = a AB + BAC & & = aŭ + Bo. 
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Cours - Méthodes 


Démontrer que quatre points sont coplanaires > Ex. EE p. 287 


Il s’agit de démontrer que trois vecteurs sont coplanaires en écrivant l’un en fonction des 
deux autres. 


Exercice d'application 


2 
Soit ABCD un tétraèdre, I le milieu de [AB]; E et F les points définis par AÈ = SAC et 


2 
AË = SAD et G le point tel que BCGD soit un parallélogramme. 


1) Exprimer les vecteurs TÈ, IÈ et IÈ en fonction de AÈ, AÈ et AB. 
2) En déduire qu'il existe deux réels « et B tels que IG = alË + BIÉ. 
3) En déduire que les points I, E, G et F sont coplanaires. 


Correction 


ý =A= TAB + SAC. 
TÈ = TÀ + AÈ = 5 AB + AB. 
IC =IAJ ADDE 

= -J48 + AD + BÈ 
=; AË+ AD + BÀ + AÈ 


= > A+ AD + AÈ. 


2) Il existe deux réels « et B tels que IG = alË + BIÈ 


soit -SAË FADHACS -SAÈ + TA = T: + EaD 
Pour obtenir cette égalité, il suffit de prendre « et B tels que : 
3 x É 3 


2 2 3 
—- = — = — — = 1 — = 1 i = => = x 
5 5 z €t 34 et 3P , Soit, & 5 ©tP 5 


3 
D'où IÈ = ST + 7 
2 2 
3) On en déduit que les vecteurs TÈ, TÈ et TÈ sont coplanaires, donc les points I, E, G et F sont 
coplanaires. 


Renérage dans l’espace 


; en E = : 
l’espace et i, j et k trois vecteurs non coplanaires, alors pour tout 
il existe un unique triplet de réels (x;y;z) tels que : 


> > > > 
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Cours - Méthodes 


7 PREUVE 


Existence 


Soit le plan passant par O et dirigé par les vecteurs + et 
j (qui ne sont pas colinéaires car i, 7 et k sont non 
coplanaires). 
Soit M' le point d'intersection de pet de la droite parallèle 
à (O k ) passant par M. i, j et OM' sont coplanaires avec 
i Ce non ciné, donc il existe réel x et y tels 
que OM = x i +y j . D'autre part, MM et E sont coli- 
nees do donc il existe un réel z tel que MM' = zk . D'où 
OM =0M+MM =x? +y] +2k 


Unicité 


SHpposons qu'il existe deux A de réels (x; y;z) et (x';y';z") tels que 
OM=xi +yj +zK =x i +y 7 +z k. 
— Ta — 
a an ou +(y— y) j. 
— 
Comme i, j et k ne sont pas coplanaires, il n'existe pas de couple de réels (x; B) tels que 


=} 
K =ni +ß j ,on en déduit que z — 7 = 0, et par suite, que x = x’, y = y' etz = 7’. 


E DÉFINITION 


(x;y;2) est le triplet de coordonnées du point M dans le repère (O ;i, j,k). 
x est l’abscisse de M, y est l’ordonnée de M et z LE la cote de M. 
(x; y;z) sont aussi les coordonnées du vecteur OM dans le repère (O;i, j,k). 


E PROPRIÉTÉS 


Dans un repère (O ;i, j,k) de l'espace, soit A(x4; ya; Zza) et B(xp; yg;zp). Alors : 


OPENA 
AË YB — YA 
ABR- ZA 


et le milieu K de [AB] a pour coordonnées : K CRE Pi, sr 
Si de plus (O ; i, j,k) est orthonormé, AB = 4/ (xg — x4)? + (yg — ya)? + (zB — za )2. 


E PROPRIÉTÉS 


x x! 


Dans un repère(O ; i,j,k) de l'espace, soit à | y |, | y | deux vecteurs et k un nombre réel. 


Z z 


Alors : 
EF] kx 
+7 y+y et ki ky 
z+2/ kz 


Si de plus (O;5, j, k) est orthonormé, ||#|| = 4/x2 + y? + 22. 
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Cours - Méthodes 


MAC] ÆEM La coplanarité de points en utilisant leurs coordonnées > Ex. EF p. 287 


Il s'agit de démontrer que trois vecteurs sont coplanaires en écrivant l’un des vecteurs en 
fonction des deux autres. 


Exercice d'application 


Dans un repère (O;i,j,k) de l’espace, Démontrer que les points A(1;2:0), B(—1;1;1), 
C(1;4;1) et D(3; —-1; —3) sont coplanaires. 


-2 0 2 
AB|-1|;AC|2|etAD|-3|. 


1 1 —3 


A et AG ne sont pas colinéaires, car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles. 


2 = —2n gaj 
AD = «AB + BAC © —3 = —-x + 2ß sfz- 
—3=a+p 


Le système ayant un unique couple solution, les vecteurs AÈ, A et AD sont coplanaires, donc 


les points A, B, C et D sont coplanaires. 


Représentation paramétrique de droites et de plans 


E PROPRIÉTÉ 


ET aea ee FR + 
I PREUVE M(x;y;z) € 2 si et seulement si AM et Ñ sont colinéaires, c’est-à-dire qu'il existe 
un réel { tel que AM = tT. Cela se traduit en terme de coordonnées par : 


X—XA=tR x= XA + in 
y=ya =t © y=yat+ip 
Z—ZA =ty Z=ZA + 
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Cours - Méthodes 


E DÉFINITION 
On dit que le système d'équations : 
EE; + 
y=ya+tB oùt E€ R est une représentation paramétrique de la droite passant par 
NZ A ET), 
a 
A(xA; YA; ZA) et de vecteur directeur ï | B 


Y 


REMARQUE : Un exemple de cette définition est proposé dans l'exercice Elu. 


E PROPRIÉTÉ 


> > 


Dans un = (O;i,j,k) ~ l’espace, le plan Z passant par A (x4; y4; ZA) et de vecteurs 
directeurs t et 7 


M(x;y;z) € > siet ne si il existe deux réels t et t’ tels que : 


x= XA tta + ta 


y= paip 
2 = %n iy y 


W PREUVE M (x; y; zZ) € P si et seulement si AM, t et ü sont coplanaires, c’est-à-dire qu’il 
FE : - 
existe deux réels t et t’ tels que AM = tT + tT . Cela se traduit en terme de coordonnées par : 


x— xa = ta + ta x=xa + ta + ta 
y—ya Biel © Sy=ya+tp+tp 


t 1 


z—2a=ty+t7y z=2a+ty+#y 


E DÉFINITION 
On dit que le système d'équations : 


x= xa +ia+t'a/ 


y=ya +t6+ťp' oùteRetf € R est une représentation paramétrique du plan 7 


! 


z=2a+ty+#y 
a a 
passant par A(x1 ;yA;ZA) et de vecteurs directeurs ñ | B | etü | B' 


Y Y 
REMARQUE : Un exemple de cette définition est proposé dans l'exercice a. 


REMARQUE : Il existe une infinité de représentations paramétriques, que ce soit pour une 
droite ou pour un plan. 
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Cours - Méthodes 


Étudier des positions relatives > Ex. E p. 288 


Exercice d'application 


Étudier les positions relatives des droites d et | Les droites d et d’ ont pour représentation 


d' puis du plan p et de la droite d’. On donnera | paramétrique : 
leur intersection éventuelle. x=2+4t 
Le plan p a pour représentation paramé- | 4. y=5-2t avecteRet 
trique : 
x=1-2t+3# 
y=-2+t-# avecteRetl” €R 


z = 1+2t 
x=4-t 
d''4y=-2+t avecteR 


z=3-t 
z=1+3t 


Correction 


Attention : la même lettre t désigne deux paramètres différents. Il faut donc changer de lettre 
dans les résolutions de système pour les différencier. 


—2 3 
p est dirigé par les vecteurs à | 1 | etg | —1 
—1 —1 
4 —1 
d et d' ont pour vecteur directeur respectif © | —2 | etw’ | 1 
2 3 


On remarque que wW = -2w donc d est parallèle à p. Le point A(2;5;1) appartient à d. S'il 
appartient à p alors d C p, sinon d est strictement parallèle à ø. 


2=1-—2t+3ť —2t+3# =1 ra 
Or, {5 = —2 +t- > 4i—# =7 Sf =-—5 
1=3-t t=2 t=2 


Le système n'ayant pas de solution, A ¢ p donc d est strictement parallèle à p. 
Déterminons maintenant p N d' : M € pN d’ & il existe trois réels t, t’ et k tels que : 


x=1-2t+3# 4A—k—1-—21+3; K+2t-—3# — 3 
y=-2+t-—# 2+k=-2+1+t-# k—t+# =0 
z=3—t 1+3k=3-t 3k+t=2 

& < 


x=4—k x=4—k 

y =—2+k y=-—2+k 

z=1+3k z=1+3k 
. . . y 1 52 =] : 
ition du système, on obtient t = 5; F= 50 etk = 55 —0,2, ce qui 


«y = —2,2 et z = 0,4. 
zantes au point K(4,2; —2, 2; 0, 4) 
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j Activités mentales 


Pour les exercices [i à EJ, ABCDEFGH est un pavé 
droit; I, J, K et L sont les milieux respectifs de 
[DH], [HG], [AB] et [BF]. 


EJ Donner la position relative des deux droites 
citées : 

1) (DB)et(EF); 

2) (IJ) et (AF); 

3) (IC) et (AB); 

4) (JF) et (EH). 


EJ Donner la position relative des deux plans cités : 
1) (DCG) et (AEF); 

2) (IJA) et (HDC); 

3) (IJE) et (CKL). 


EJ Donner la position relative de la droite et du plan 
cités : 

1) (IJ) et (ABF); 

2) (IJ) et (BCG); 

3) (KE) et (ABF). 


EI ABCDEFGH est un cube et I est le milieu de [AB]. 
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EJ ABCDEFGH est un cube et I est le milieu de [AB] 
(voir figure de l'exercice FA). 

Les droites suivantes sont-elles orthogonales ? 

1) (IF) et (FG)? 

2) (IF) et (FH)? 

3) (BF) et (EH)? 

4) (BF) et (AC)? 


EM ABCDEFGH est un cube et I est le milieu de [AB] 
(voir figure de l'exercice P). 

Compléter les égalités vectorielles suivantes : 

1) Ai+CD-Ci=F. 
2) AR + CD — FG = Be. 


3) FD + CB + DĠ =... 


ABCDEFGH est un cube et I est le milieu de [AB] 
(voir figure de l'exercice 4). 


1) Exprimer le vecteur FÌ en fonction des vecteurs AË 
et AË. 

2) O étant le centre du cube, exprimer le vecteur AÔ en 
fonction des vecteurs AÈ, AD et ZÈ | 


EJ Dans un repère (O ; i,j,k) de l’espace, on consi- 
dère les points A(—3;2;4); B(—1;1;0)etC(2;-3;5). 
1) Donner les coordonnées des vecteurs AÈ ; AČ et BÈ. 
2) Donner les coordonnées des vecteurs : 


T =2AË- AGet Y = AC + 3BÈ. 


-> 


EJ Dans un repère(O;i,j,k) de l’espace, on consi- 

dère les points A(2;5;—1) ; B(0;3;4) et le vecteur 

T (2;—1;4). 

1) Déterminer les coordonnées du point C défini par 
AË= À 

2) Déterminer les coordonnées du vecteur AŻ puis 
celles du point D tel que ABDC soit un parallélo- 
gramme. 

3) Déterminer les coordonnées du centre K de ce paral- 
lélogramme. 


Dans un repère(O;i, j,k) de l’espace, on consi- 

dère les points A(2;5;—1) ; B(2;—3;4) et le vecteur 

T (2;—1;4). 

1) Déterminer une représentation paramétrique de la 
droite A passant par A et de vecteur directeur T. 

2) Le point B appartient-il à A ? 
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Dans un repère(O; i, j, K) de l’espace, on considère 
la droite A de représentation paramétrique : 


x = —3 + 4t 
Z= —=f 


Donner un vecteur directeur de A et un point de A. 


i Étude de positions relatives 


Pour les exercices [A à ABCDEFGH est un cube 
et I,J et K sont les milieux respectifs de [FG], [AD] et 
[DH]. 


Déterminer en justifiant les positions relatives des 
droites ci-dessous. 

On donnera leur intersection éventuelle. 

1) (IB) et (GC). 3) (GC) et (BA). 

2) (HB) et (GA). 


Déterminer en justifiant les positions relatives des 
droites ci-dessous. 

On donnera leur intersection éventuelle. 

1) (JK) et (AH). 3) (IB) et (HJ). 

2) (FD) et (GH). 

Déterminer en justifiant les positions relatives des 


droites et plans ci-dessous. On donnera leur intersec- 


tion éventuelle. 


1) 3) (IJ) et (AFG). 

2) 

: les positions relatives des 
drc On donnera leur intersec- 


Optimized using 
trial version 
www.balesio.com 


b) (IJ) et (ABE). 


284 Chapitre G2. Espace : droites, plans et vecteurs 


Déterminer en justifiant les positions relatives des 
plans ci-dessous. 


On donnera leur intersection éventuelle. 


Déterminer en justifiant les positions relatives des 
plans ci-dessous. 


On donnera leur intersection éventuelle. 


1) (EBG) et (HDC). 
2) (EBI) et (HDC). 
3) (IJK) et (HDC). 


ABCD est un tétraèdre, I, J et K sont les milieux 
respectifs de [BC], [CD] et [AC]. 


Déterminer en justifiant les positions relatives des élé- 


ments ci-dessous. 
On donnera leur intersection éventuelle. 


1) (IK) et (AD). 

2) (IK) et (AB). 

3) (IJ) et (AID). 

4) (ABJ) et (ACD). 

5) (DIK) et (ABD). 

6) (IJ) et (KBD). 

ABCDE est une pyramide de sommet A à base 
rectangulaire et I est un point du segment [AE]. 


1) Justifier que la droite (BC) est parallèle au plan 
(EAD). 
2) En déduire l'intersection des plans (IBC) et (EAD). 


EJ 4,8, C et D sont quatre points non coplanaires et 
A est la droite parallèle à (BC) passant par D. I est le 
milieu de [AC]. 


Quelle est l'intersection de A avec : 


1) Le plan (IBD)? 
2) Le plan (ABC)? 


ABCDS est une pyramide dont la base ABCD est 
un trapèze. 


Reproduire la figure et construire les intersections des 
plans : 

1) (SAB) et (SDC); 

2) (SAD) et (SBC). 


EA ABCDEFGH est un pavé droit, I le point du seg- 
ment [AE] tel que AI = TAE et J le point du segment 


[CG] tel que CJ = CG. 

Les droites suivantes sont-elles coplanaires ? 
1) (AB) et (IF); 

2) (DJ) et (IF); 

3) (BC) et (AE); 

4) (EH) et (IJ) . 


i Sections 


Ea C2 MÉTHODE 1 n. 275 


1) Reproduire la figure de l'exercice précédent. 

2) Tracer l'intersection du plan (BIJ) avec la face EABF. 

3) Tracer l'intersection du plan (BIJ) avec la face 
DCGH. 

4) Terminer la construction de la section du pavé 
ABCDEFGH par le plan (BIJ). 


1) Reproduire la figure de l'exercice précédent. 
2) Tracer. 1” 


ion dn plan (DIJ) avec la face 
plan (DIJ) avec la face 


plan (DIJ) avec la face 
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S’entrainer 


ES ABCDEFGH est un cube et I et J les points tels 
2 8 
que I € [HD] et HI = ZHD; J € [FG] et FJ = ZFG. 


Construire la section du cube par le plan (EIJ). 


EJ ABCDEFGH est un cube et I; J et K les points tels 
1 1 

que I € [EF] et EI = zEF; J € [BC] et BJ = BC; 

K € [HG] et HK = THG. 

Construire la section du cube par le plan (IJK). 

ABCDEFGH est un cube et I; J et K les milieux 

respectifs des segments [BC], [CD] et [EH]. 


Construire la section du cube par le plan (IJK). 


|28 | ABCDEFGH est un cube et 1; J et K les points tels 
que I € [AE] et AI = IAE; J € [DH] et DJ = ÎDH; 
K € [FG] et FK = FG. 

Construire la section du cube par le plan (IJK). 

EJ ABCDEFGH est un cube; I est le milieu de [EH]; 
J est le milieu de [BC] et K le point du segment [GH] tel 
que: HK = SH G. 

Déterminer et construire la section du cube par le plan 
(IJK). 

EJ ABCDEFGH est un cube et 1; J et K les points tels 
que : I € [AD] et AI = ZAD; J € [FG] et FJ = TFG; 
K € [AB] et AK = ŽAB. 

Déterminer et construire la section du cube par le plan 
(IJK). 

On considère une pyramide à base carrée SABCD 
comme ci-dessous. 


1) Reproduire la figure et placer les points I et J milieux 
respectifs des segments [SD] et [AB] 

2) Construire en justifiant la section de la pyramide par 
le plan (CIJ). 
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EA On considère un tétraèdre régulier ABCD comme 

ci-dessous avec 1, J et K les milieux respectifs des seg- 

ments [BC], [AB] et [AD]. 

1) Reproduire la figure. 

2) Construire en justifiant la section du tétraèdre par le 
plan (IJK). 

3) Quelle est la nature de cette section ? Justifier. 


A 


B 


i Orthogonalité 


Pour les exercices EZ] à J, ABCDEFGH est un cube. 


1) Citer six droites orthogonales à la droite (EA); 
EB); 
BCG); 


AFG). 


2) Citer six droites orthogonales à la droite 
3) Citer deux droites orthogonales au plan 
4) Citer deux droites orthogonales au plan 


EX > MÉTHODE 2 PEIG) 


1) Démontrer que la droite (AB) est orthogonale au 
plan (BCG). 
2) En déduire que les droites (AB) et (CF) sont ortho- 
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EJ ABCD est un tétraèdre régulier, S est le pied de la 
hauteur issue de A relativement à la base BCD et I est 
le milieu de [BC]. 


1) Démontrer que les droites (AS) et (BC) sont ortho- 
gonales. 

2) En déduire que la droite (BC) est orthogonale au 
plan (AIS). 

3) En déduire que les points A, I, S et D sont copla- 
naires et que les points I, S et D sont alignés. 


j Vecteurs 


Pour les exercices EY à FJ, ABCDEFGH est un cube et 
I; J; K et Lles milieux respectifs de [BC], [GH], [AD] et 
[EH]. 


Compléter les égalités vectorielles suivantes : 
D A = BÈ 

2) KÌ = AË+ SEM 

3) AK + EÈ = A.. 


E Compléter les égalités vectorielles suivantes : 
1 
D= 54Ċ 


AL =EÀ+FÈ+ Al 
3) A = G] +3AÉ + AŻ + JL 


EX Dans chacun des cas suivants, les vecteurs sont-ils 
coplanaires ? Le justifier. 


1) AG, DË et EG ; 
2) AÈ, BD et BÈ; 
3) AG, BG et HG; 
4) HÈ, DÈ et AD. 


ET Le point M est défini par EM = 2EË 

1) En fonction des vecteurs A, AD et AÈ exprimer les 
vecteurs suivants : 
EM: HÈ; BD; B}; KM et MÌ. 

2) Les droites (BK) et (MJ) sont-elles parallèles ? 
Le démontrer en utilisant la question précédente. 


3) Que peut-on en déduire concernant les points B, K, 
Met]? 
> p. 278 
On considère les points M et N définis par : 
AM = laè: 125: 27È 
3 3 3 
et 6 
> 2 
AN = SAÈ +BÈ+ SFG. 


1) Construire la figure. 


2) Démontrer que les points C, E et M sont alignés. 
3) Démontrer que les points E, F, H et N sont copla- 
naires. 


|42 | Répondre par vrai ou faux en justifiant : 

1) Les vecteurs Hi F AÈ et D sont coplanaires. 
2) Les vecteurs HG, KÈ et LÈ sont coplanaires. 
3) Les vecteurs HÌ P AÈ et DE sont coplanaires. 


EF ABCDEFGH est un cube. 
On considère le point K défini par HK = 24 et Mun 
point du segment [BF]. 
1) Que peut-on dire des points D, M, K et H? 
2) Montrer qu'il existe un unique réel t € [0;1] tel que 
— 
BM = tBF. 


4 
3) Montrer que si t = 5’ les points D, M et K sont alors 


À) de l’espace, on consi- 
B(—-1;1;0)etC(2;-3;5). 
des points M, N et P défi- 
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S’entrainer 


|45 > MÉTHODE 4 p. 280 


Dans un repère (O;i,j,k) de l’espace, on consi- 

dère les points A(—4;2;3), B(1;5;2), C(0;5;4) et 

D(—-6;-1;—2). 

1) Démontrer que AD = 2AÈ — 3AC. 

2) Que peut-on en déduire concernant les points À, B, 
Cet D? 


EJ Dans un repère (O;i,j,k) de l’espace, on consi- 
dère les points A(0;3;—1), B(2;-2;0), C(4;1;5) et 
D(2;21;12). 

1) Montrer que les points À, B et C définissent un plan. 
2) Le point D appartient-il à ce plan ? 


Dans un repère (O; I Í, K) de l’espace,on considère 

les points A(1;—1;—1), B(5;0;—3), C(2;-2;-—2) et 

D(0;5;—2). 

1) Montrer que les points A, B et C définissent un plan. 

2) Le point D appartient-il à ce plan ? 

EJ On reprend l'énoncé de l'exercice 42 en se plaçant 

dans le repère (A; AÈ, AD, AÈ). 

1) Écrire les coordonnées des points de la figure. On 
écrira les coordonnées de M en fonction de t. 

2) Démontrer à l’aide des coordonnées que D, M et I 


sont alignés si et seulement si t = 5 


i Représentations paramétriques 


Dans toute cette partie, on munit l’espace d’un repère 
(O;Lj,k). 

| 49 | On considère les points A(—3 ; 2 ; 4) et 
B(—1 ; 1; 0). Écrire une représentation paramétrique 
de la droite (AB). 


ET Soit A la droite de représentation paramétrique : 


x —=1—4t 
y=3+t ,tER 
z=1-t 


1) Donner un vecteur directeur de la droite À et un 
point de A. 

2) Le point M(-3;4;1) appartient-il à la droite À ? 

3) Donner les coordonnées de trois points de la 
droite A. 

4) Déterminer une autre représentation paramétrique 
de A. 
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Soit A la droite de représentation paramétrique : 


x=t—-2 
y = 4 ,tER 
z=2t—-1 


1) Donner un vecteur directeur de la droite À et un 
point de A. 

2) Le point M(—3;4; —3) appartient-il à la droite A ? 

3) Donner les coordonnées de trois points de A. 

4) Déterminer une autre représentation paramétrique 
de la droite A. 


EA Soient A(—4;1;2) et B(—-1;2;5). Donner une 
représentation paramétrique de chacun des objets géo- 
métriques suivants : 

1) La droite (AB); 

2) Le segment [AB]; 

3) La demi-droite [ AB). 


Ea Donner une représentation paramétrique de : 
nu 
1) La droite (O; i); 
> 
2) La droite (O; j); 


] 
3) La droite (O; k) 
|54 | On considère les points A(—3; 2; 4), B(—1; 1; 0) 
et C(—5; 4; 6). 
Vérifier que A, B et C définissent un plan et écrire une 
représentation paramétrique du plan (ABC). 


EX Soit p le plan de représentation paramétrique : 


x=3—t+5# 
y=1+# tER FER 
z = —5t+3# 


1) Donner les coordonnées d'un couple de vecteurs 
directeurs de p et un point de p. 

2) Le point M(6;2; —6) appartient-il à p ? 

3) Danner lee coordonnées de trois points de p. 

vrésentation paramétrique 


-1;2; 5) et C(1;0;6). 
3 et C définissent un plan. 
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ation paramétrique de la 
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3) Déterminer une représentation paramétrique du 
plan (ABC). 
4) Démontrer que le point D(—3; —4;1) appartient au 
plan (ABC). 
5) Déterminer une autre représentation paramétrique 
du plan (ABC). 
Donner une représentation paramétrique des 
plans suivants : 
ari 
1) Le plan (O; i, j ); 
=k 
2) Le plan (O; i, k); 
— 
3) Le plan (O; j, k). 


Ea > Lo pr. 282 


Soit A la droite de représentation paramétrique : 


x=1-—t 
y=-2+3t ,„tER 
z=-1+t 


Dans chacun des cas suivants, étudier la position de 
la droite A avec la droite d de représentation paramé- 


trique : 

x = —k 

D4y=3+2k ,kER 
z=4—k 
x=1+k 

2) 4y=-2k „keR 
z=3—k 
x=k—2 

3) 4y=7-3%k ,kER 
z=2—Kk 


E Soit A la droite de représentation paramétrique : 


x =8+2t 
z =3+2t 


Dans chacun des cas suivants, étudier la position de 
la droite A avec la droite d de représentation paramé- 


trique : 
x =2+3t 
1) 4y=7-6t ,tER 
z = —3 + 3t 


x = 1 —t 

2) 4y—=4-t ,tER 
z= 
x=—-1+t 

3) Sy =7—2t ,tER 
z= —2+3t 


E Soit p le plan de représentation paramétrique : 


y=4{= 
y=1+3t+t tERFER 
z=2—5t 


Déterminer la nature de pN øg’ dans chacun des cas 
suivants où p' est définie par une représentation para- 
métrique : 

x=-2—3t-—# 


D '4y=2-2#+4#  tERFER 
z=2+5t-—5# 
x=4—3t+5t# 

2) < y= -2t +r tERt ER 
z=5+5t-5# 
x=-3+2t+# 

3) y =2—-t+2t tER, ER 


z=1+t 


Soit p le plan de représentation paramétrique : 


x=4—t+3} 
y=1-t+5# tER#ť ER 
z=ł-ť 


Dans chacun des cas suivants, déterminer une repré- 


sentation paramétrique de la droite d’intersection de g 


et du plan : 


) 


LA Soit g le plan de représentation paramétrique : 


x=4-t+3# 
y=1-t+5# tER,tť ER 
z=t-# 


Dans chacun des cas suivants, déterminer l'intersection 


de p avec la droite d donnée par une représentation 


paramétrique : 

1) 3) 
x=2+t x = 1+21 
y=3+3t ,tER y = —2 ,tER 
z—=b5—t z=—3+t 

2) 
x=1+4t 
z = —3t 


| 63 | Soit ABCDEFGH un cube; I et J les milieux res- 

pectifs de [EG] et [GH]. 

On munit l’espace du repère (A; AÈ, AD, AÈ ). 

1) Déterminer une représentation paramétrique de la 
droite (AI) puis de la droite (DJ). 

2) Démontrer que les droites (AI) et (DJ) sont sécantes 


en un point dont on déterminera les coordonnées. 
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Préparer le bac 


[Z] D'après Bac (Asie — juin 2013 et Amérique du 
Sud - novembre 2012) 

Vrai faux 

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie 
ou fausse, et proposer une démonstration de la réponse indi- 


quée. Une réponse non justifiée n'est pas prise en compte. 


1) Dans les deux questions suivantes, l’espace est muni 
d’un repère orthonormé (O; i, j, k). 

2) Soit S le point de coordonnées (1 ; 3 ; 5) et A; la 
droite de représentation paramétrique 


ASS; 
y = D= JR EIR 
Z= 2? ?2í 


Affirmation 1 : la droite A de représentation 


paramétrique 
CN: 
y = 72 rie 4t 1 f E R 
a =" J 


est la droite parallèle à la droite A passant par le 
points. 

3) On considère les points I(1; 0; 0), J(0; 1; 0) et 
K(0;0;1). 
Affirmation 2 : la droite A de représentation 


paramétrique 
© = 2—f 
y = O=% o EIR 
Z = =2+ÿ 


il il 
coupe le plan (IJK) au point E (- 5: il 5 5) : 


4) Dans le cube ABCDEFGH, le point T est le milieu du 
segment [HF]. 
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(AT) et (EC) sont orthogo- 


290 Chapitre G2. Espace : droites, plans et vecteurs 


EM D'après Bac (Polynésie — juin 2015) 

On considère le pavé droit ABCDEFGH ci-dessous, 
pour lequel AB = 6, AD = 4et AE = 2. 

I, J et K sont les points tels que : 


à ue) 1 
Mi= =AÈ, A= 74D an= JA. 


On se place dans le repère orthonormé (A; AI, AJ, AK). 

1) Déterminer une représentation paramétrique du 
plan (1JG). 

2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection 
L du plan (IJG) et de la droite (BF). 

3) Reproduire la figure et tracer la section du pavé 
ABCDEFGH par le plan (1]G). On ne demande pas 
de justification. 


| 66 | D’après Bac (Métropole — juin 2015) 

Dans un repère orthonormé (O, I, J, K) d'unité 1 cm, 
on considère les points A(0 ; —1; 5), B(2; —1; 5), 
C(11 ; 0; 1) et D(11; 4; 4). 

Un point M se déplace sur la droite (AB) dans le sens 
de A vers B à la vitesse de 1 cm par seconde. 

Un point N se déplace sur la droite (CD) dans le sens 
de C vers D à la vitesse de 1 cm par seconde. 

À l'instant t = 0 le point M est en A et le point N est en 
Ce 

On note M; et N; les positions des points M et N au 
bout de t secondes, t désignant un nombre réel positif. 

On admet que M, et N;, ont pour coordonnées : 

Mit; —1; 5) et N,(11; 0,8t; 1 +0,6f). 

Les questions 1 et 2 sont indépendantes. 


1) a) La droite (AB) est parallèle à l’un des axes (OI), 

(OJ) ou (OK). Lequel ? 

b) La droite (CD) se trouve dans un plan P parallèle 
à l’un des plans (OIJ), (OIK) ou (OJK). 
Lequel ? On donnera une représentation paramé- 
trique de ce plan P. 

c) Vérifier que la droite (AB), coupe le plan P au 
point E(11; —-1; 5). 


d) Les droites (AB) et (CD) sont-elles sécantes ? 
2) a) Montrer que M,N? = 28? — 25,24 + 138. 
b) À quel instant t la longueur M;N; est-elle mini- 
male ? 


D’après Bac (Métropole — juin 2014) 

Dans l’espace, on considère un tétraèdre ABCD dont les 

faces ABC, ACD et ABD sont des triangles rectangles 

isocèles en À. On désigne par E, F et G les milieux res- 
pectifs des côtés [AB], [BC] et [CA]. 

On choisit AB comme unité de longueur et on se 

place dans le repère orthonormé (A; AÈ, TÈ, AD) de 

l'espace. 

1) Donner les coordonnées des points D et E. 

2) Donner une représentation paramétrique de la droite 
(DF). 

3) On désigne par M un point de la droite (DF) et par t 
le réel tel que DM = {DF. On note « la mesure prin- 
cipale en radian de l’angle géométrique EMG. 

Le but de cette question est de déterminer la position 


du point M pour que la mesure de à soit maximale. 


3 SD 
Dé Paroh 
a) Démontrer que M 5 7 IF T 
b) Démontrer que le triangle MEG est isocèle en M. 


a il 


EN 


c) Justifier que à est maximale si et seulement si 


En déduire que : ME sin( 


sin(3) est maximal. 
En déduire que « est maximale si et seulement si 
ME? est minimal. 

d) Conclure. 


EX D'après Bac (Pondichéry — 2013) 

Pour chacune des questions, plusieurs propositions de ré- 
ponse sont données dont une seule est exacte. Pour chacune 
des questions indiquer, sans justification, la bonne réponse 
sur la copie. Une réponse exacte rapporte 1 point. 

Une réponse fausse ou l'absence de réponse ne rapporte ni 
n'enlève aucun point. Il en est de même dans le cas où plu- 
sier pn ur une même question. 


epère orthonormal. t et #/ 
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Préparer le bac 


désignent des paramètres réels. 
Le plan (P) est le plan ABC avec A(0 ; 1 ; —1), 
B(—2; 0; —1) et C(—3; 1; 0). 
Le plan (S) a pour représentation paramétrique 
= —2+t+2t 
Di 
= —-1-++3# 
La droite (D) a pour représentation paramétrique 
X = 24 
= =j 
a = ir 
On donne les points de l’espace M(—1 ; 2 ; 3) et 
N(1; —2; 9). 


t dans R # dans R. 


t dans R. 


1) Une représentation paramétrique du plan (P) est (à 
chaque fois, { dans R, t dans R) : 


x = t x = FW 
-d y —= 1-2 3 y = 1-+t+# 

z = —1+3t z = -l-t 

x = tr x S= ee 
«| y = 1-+t-2# «| y = 1-2+1+2# 

Mc = =? 


2) a) La droite (D) et le plan (P) sont sécants au point 
K(—8 ; 3; 2). 
b) La droite (D) est une droite du plan (P). 
c) La droite (D) et le plan (P) sont strictement paral- 
lèles. 
3) a) La droite (MN) et la droite (D) sont non copla- 
naires. 
b) La droite (MN) et la droite (D) sont parallèles. 
c) La droite (MN) et la droite (D) sont sécantes. 
d) La droite (MN) et la droite (D) sont confondues. 
4) a) Les plans (P) et (S) sont parallèles. 
b)La droite (A) de représentation paramétrique 


x = t 
y = —2-t est la droite d'intersection des 
Z = if 
plans (P) et (S). 
c) Le point M appartient à l'intersection des plans (P) 
et (S). 
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Approfondir 


| 69 | Vrai ou faux ? 

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses 

et le démontrer. 

1) Si deux plans sont perpendiculaires, alors toute 
droite de l'un est orthogonale à toute droite de 
l'autre. 

2) Si deux droites sont parallèles, alors toute droite 
orthogonale à l’une est orthogonale à l’autre. 

3) Si deux droites sont perpendiculaires à une même 
droite alors elles sont parallèles entre elles. 


Soit ABCD un tétraèdre régulier et I le milieu de 
[BC]. 


1) Démontrer que la droite (BC) est orthogonale au 
plan (ADI). 

2) En déduire que (BC) L (AD). 
Le plan (ADI) est le plan orthogonal au segment [BC] 
et passant par son milieu. Il est appelé plan médiateur du 
segment [BC]. Tous les points de ce plan sont équidistants 
de B et de C. 


ABCDEFGH est un cube et I et J sont les milieux 
respectifs de [BC] et [EH]. Le point M est un point du 
segment [AG] distinct de A et de G. 

1) Montrer qu'il existe un unique réel t € ]0;1[ tel que 

AM = tAĠ. 

2) Construire la section du cube par le plan (IAM). 
sel { tel que les points J, M 
T. 

éel t tel que les points H, 


ifier. 
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1) Construire la section du cube par le plan (AGM). 

2) Démontrer que cette section est un losange ANGP 
avec N et P les milieux respectifs de [BF] et [DH]. 

3) En déduire l’aire de cette section en fonction de a. 

ABCDEFGH est un cube et 1; J et K les points tels 

que : I e [AD] et AI = ZAD;J € [AB] et AJ = ŽAB. 


H G 


Les propositions sont-elles vraies ou fausse ? 
Le démontrer. 
1) (IJ) est orthogonale à (EC 


à (EC); 
2) (IJ) est orthogonale à (BG); 
3) (IJ) est orthogonale à ( 

4) ( ( 


IJ) est orthogonal 


e 
leà ; 
le à (HB); 
e à (HC). 
Dans l’espace muni d’un repère ortho- UKO 
normé (O;i,j,k), on considère les points A(1;0;0), 
B(0;1;0), C(0;0;1) et I le milieu de [AB]. 
1) Construire la figure à l’aide d’un logiciel de géomé- 
trie dans l’espace. 
2) Placer un point M du segment [AC] et p le plan pas- 
sant par I et orthogonal à la droite (IM). 
3) Construire le point N intersection de p et de la droite 
(OB). 
4) Conjecturer la position du point M pour laquelle la 
distance MN est minimale. 
5) Démonstration 
a) Soit t le réel tel que AM = tAC. Exprimer les 
coordonnées de M en fonction de t. On admet que 
N(0;t;0). 
b) Exprimer la longueur MN en fonction de t. 
c) Déterminer la valeur de t pour laquelle cette lon- 


gueur est minimale. 


ABCD est un tétraèdre. P, Q et R sont les 
points tels que ABPC, ABQD et ACRD sont des 
parallélogrammes. En se plaçant dans le repère 
(A ; AB, AG, AD), démontrer que les droites (BR), 


(CQ) et (DP) sont concourantes en un point K dont on 


déterminera les coordonnées. 


Une autre preuve du théorème du toit (voir 
page 274) : 


d! 


Soit p et p’ deux plans sécants selon une droite A, d une 

droite de p et d’ une droite de g'telles que d//d'. 

Il s’agit de démontrer que la droite A intersection de g 

et ÿ’ est parallèle à d et à d’. 

1) Soit ä un vecteur directeur de d et d’ et & un vecteur 
directeur de A. On considère des vecteurs 7 et v’ tels 
que : # et 7 dirigent p et Ñ et v' dirigent g'. 

Traduire vectoriellement le fait que À C p puis que 
AC p. 
2) En déduire une relation vectorielle entre t, 0 et v!. 


3) Conclure en utilisant le fait que p et pg’ sont sécants. 
Dans l'espace muni d'un repère orthonormé 
(O;L],k), soit A la droite de représentation paramé- 
trique : 


y= 3 =t 
y=2+4 ,tER 
z= =—2ł 


1) Les points A(5;2;6) et B(5; —-6;4) appartiennent-ils 
à la droite A ? 

2) Déterminer les valeurs des réels a et b tels que le 

1e à À. 


mer AM en fonction de t. 
‘es du point M tel que la 
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Approfondir 


Dans l'espace muni d’un repère orthonormé 
(O LKR), soit À la droite de représentation paramé- 


trique : 
Ml) 
z=—-t+2 


et le plan de représentation paramétrique : 


! 


X= =f 
y=1+t+3# tER#t ER 
at 


1) Le point C(1;3;2) appartient-il au plan p? 
2) Démontrer que la droite A est incluse dans le plan p. 
3) Soit g” le plan de représentation paramétrique : 


x=t+# 
y=1+2t+# 
z=—1+3t+ť 


tER FER 


a) Montrer que C € g. 

b) Montrer que A coupe g’ en un point I dont on 
déterminera les coordonnées. 

c) Montrer que CI = V3. 


4) Soit t un nombre réel et M le point de A de coordon- 
nées : 
M(—t+1;2t;—t +2). 
a) Montrer que 
CM? = 6f — 12t +9. 
b) Montrer que CI est la distance minimale de CM 
lorsque t décrit l’ensemble des réels. 


Soient A(—2 ;0;1), B(1;2;—1) et C(—2;2 ;2) 

trois points de l’espace muni d’un repère (O ;i, j, K). 

1) Vérifier que les points A, B et C définissent un plan. 

2) Soit D(—2 ;—1;0) et E(—2;5;2). Démontrer que la 
droite (DE) et le plan (ABC) sont sécants en un point 


I dont on déterminera les coordonnées. 
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Je teste mes connaissances 


À la fin de ce chapitre, je dois être capable de : 


> Étudier les positions relatives de droites et de plans dans » Démontrer la coplanarité de points ou vecteurs 


l'espace > Utiliser les représentations paramétriques de droites et 
> Construire et justifier la construction d'une section plans de l’espace 
> Calculer avec des vecteurs de l’espace > Étudier des positions relatives dans l’espace 


Des ressources numériques 
QC M d ’auto-éval uatio n pour préparer le chapitre sur 
Pour chaque question, plusieurs réponses sont proposées. Déterminer celles qui sont correctes. 


On considère le cube ABCDEFGH de côté a, avec I, J les milieux respectifs des segments [CD] et [GH] et L est 
le milieu du segment [GH]. 


EUX La droite (BI) est : 
(a) orthogonale à (1J) (b) orthogonale à (IL) (©) orthogonale à (DG) 


E L'intersection du plan (BIL) avec le plan (ABF) est: 
(a) une droite passant par (b) une droite passant par (©) une droite parallèle à (IL) 


[AB] le point B 


le milieu de 
BCDEFGH par le plan (BIL) est: 
(b) un parallélogramme (c) un trapèze 


, AD, AË) on a: 


imized using (b) les points L, I, B et F sont ©) Aj = 2AÈ + GH = CÈ 
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Dans un repère (O; + 
D(5;—2; —4). 
|84 | Les points A, B et C : 
(a) sont alignés 


¥ 


> — 
J 


|85 | Les points A, B,C et D: 
(a) sont coplanaires 


(b) sont coplanaires 


(b) vérifient l'égalité 
AB = -2AË+3AC 


EX Une représentation paramétrique de : 


(a) la droite (AB) est : 


x=2-t 
z=2+t 


Ed Soit E(3;4;5): 


(b) du plan (ABC) est : 
x =5+t+4# 
y=-2-t-2# 
z = —4 — 2ł — 6! 

tERett ER 


, k) de l’espace, on considère les points A(1;0;2), B(2;1;2), C(3;0;0) et 


(c) définissent un plan 


@) D € (BC) 


du plan (ABC) est: 
P 


x=1+t+2# 

y=t 

g— 9 3 
tEeERett eR 


(a) la droite parallèle à (AB) et pas- (b) Le point E appartient au plan (c) les droites (AB) et (DE) sont 


sant par E a pour représentation 


x =t 
paramétrique 4y—=1+t 7 
z=5 
tER 
Dans un repère (O ; Er K 
x=1-—t 3 
d':4y=21t teRetd':4y=1 
z = 3 z = 2t 


et le plan p de représentation paramé 


(ABC) 


+t 

—4 tER 
x=2+t-# 

trique : { y —21413# 
z=4-ť 


non coplanaires 


, k ) de l’espace, on considère les droites 


tER t ER 


(a) la droite d est parallèle au plan (b) la droite d est parallèle au plan (c) la droite d est parallèle à la 


> > 


(O. 
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(OT, F) 


(b) d et p sont sécants 


en A(—1;4;3) 


() d et d’ sont sécantes 


droite (O; F) 


(c) d est inclus dans p 


(©) d est d' ne sont pas coplanaires 
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Travaux pratiques 


TP €} Section d’un cube par un plan [INFO] 


1) Construire un cube ABCDEFGH à l’aide d’un logiciel de géométrie dans l’espace. 
2) Construire l'intersection de chacune des faces du cube ABCDEFGH par le plan (IJK) dans 
chacun des cas suivants : 
a) I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AD] et K est un point du segment 
[AE]; 
b) I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AD] et K est un point du segment 
[EH]; 
c) I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AD] et K est un point du segment 
[BF]. 
3) Vérifier ensuite chacune des constructions en créant la section du cube par le plan (IJK) 
comme ci-dessous avec, par exemple, le logiciel Géoplan-Géospace : 


go rc Piloter Afficher Divers Editer Vues Fenêtre Aide Options 


a| |i Point * als l Tal 17 vissla] 


| Ligne » Droite(s) » 
Plan » Demi-droite(s) » 
Transformation »| Segment(s) » 
Numérique »| Polygone convexe » Défini par ses sommets 
Repère Cercle > Section d'un polyédre par un plan 
Unité de longueur Arc de cercle Image d'un polygone 
Vecteur » Courbe > Polygone régulier 
Solide »| Maillage » Enveloppe convexe 
Affichage » 
Commande » 


TP € Étudier les positions relatives à l’aide d’un logiciel de calcul formel 
Dans l’espace muni d’un repère (O; FA Ť, F), on considère : 
e Le plan p de représentation paramétrique 
x = —3+ 2t 


y=7+4t-# ,tERetfeR 


z= —1+3t +2” 
ésentation paramétrique 
x=5-1+t+2# 
y=2+3t-4# ,tEeRetfeR 


z=1+5# 
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Travaux pratiques 


e La droite dı de représentation paramétrique 
x =1—2t 
y=3-3t ,tER 
z = —5t 
e La droite d de représentation paramétrique 
x —2—3t 
y=9+7t ,tER 
z= —4—5t 
e le point A(—-1;10;4). 


resoudre([1-2t=2-3k,3-3t=9+7k,-5t=-4-5k], [t,k]) 


[ (2.1) 
resoudre([-3+2t=2-3k,7+4t-u=9+7k,-1+3t+2u=-4-5k], [t,u,k]) 
16 281 55 ) (22) 
17 5 51 
resoudre([5-t+2u=2-3k,2+3t-4u=9+7k, 1+5u=-4-5k], [t,u,k]) 
( k+1 ei k) (2.3) 
resoudre([-3+2t=1-2k,7+4t-u=3-3k,-1+3t+2u=-5k], [t,u,k]) 
[ (2.4) 


resoudre([5-t+2u=1-4k,2+3t-4u=3+3k,1+5u=5k],[t,u,k]l) 


(+ o 2) (2.5) 
TT 55 5 


[6 |resoudre( [-3+2t=-1 ,7+4t-u=10 ,-1+3t+2u=4] , [t ,u]) 


( ii ) (2.6) 


Répondre aux questions suivantes, en précisant la ligne de la copie d'écran vous permettant 
de conclure : 

1) Le point A appartient-il au plan p? 

2) Déterminer la position relative des droites d et d2. 

3) Déterminer la position relative de la droite dı et du plan ø. 


ition relative de la droite dz et du plan ø. 
ition relative de la droite dı et du plan g’. 
ition relative de la droite dz et du plan g’. 
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Travaux pratiques 


TP € En cinématique 


La position à l'instant t (t > 0) d’un point M en mouvement dans l’espace se définit dans un re- 
| > > > i 
père (O; i, j, k ) parles coordonnées M(x(t); y(t) ;z(t)). Les fonctions x(t), y(t) et z(t) sont 
appelées équations horaires du mouvement. Par exemple, on considère deux points M et N 
x(t) =t 


dont les mouvements en fonction du temps, sont donnés respectivement par : 4 y(t) = 2 — 4t 


z(t) = —2 + 3t 
x(t) = 2- 3t + 2# 
et 4 y(t) =1 
z(t) = —2 
x(t) 
Sachant que le vecteur vitesse d’un point P(x(t);y(t);z(t) à l'instant t est 7 y'(t) | et que 
z' (t) 
x” (E) 
le vecteur accélération du point P à l'instant t est W | y” (t) 
z” (t) 


1) Montrer que le point M est animé d'un mouvement rectiligne uniforme (sa vitesse est constante). 
2) Montrer que le point N est animé d’un mouvement rectiligne uniformément varié (son 
accélération est constante). 


m Récréation, énigmes m a 


Vous avez étudié dans ce chapitre les représentations paramétriques de droites, mais de nombreuses autres courbes 
du plan comme de l’espace ont des représentations paramétriques. Dans un repère orthonormé du plan, saurez- 
vous par exemple construire à l’aide des valeurs remarquables du sinus l'allure de la courbe de Lissajous dont un 
système d'équations paramétrique est : 
x(t) = sin (2t) 
y(t) = sin (3t) 
De même, vous avez étudié les représentations paramétriques de plans, mais de nombreuses autres surfaces ont 


,t E| — 7; xl? 


des représentations paramétriques comme le tore ci-dessous représenté à l’aide du logiciel Xcas : 
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GÉOMÉTRIE 


Produit scalaire 
dans l’espace 
et applications 


Connaissances nécessaires à ce chapitre 


> Calculer un produit scalaire dans le plan en utilisant ses B Calculer la mesure d'un angle géométrique, une longueur 
différentes expressions > Déterminer une représentation paramétrique d'une droite 


Y Des ressources numériques pour préparer 
ee Auto-évaluation le chapitre sur manuel.sesamath.net 
k 


Soit ABCD un rectangle tel que AB = 4 et 2) a) En déduire aussi que la mesure de l'angle BAD, 


AD = 1,5. Soit I le milieu de [AB] et J le point tel au dixième de degré près. 
que 4D) = DC. b) En remarquant que BD? = BD?, en déduire que 
D J c BD = V15. 


On considère un cube ABCDEFGH de côté 1. 
Soient I le milieu de [EH] et J le centre de la face 
à i 5 CDHG. 
Calculer les produits scalaires suivants : 
1) AB. AC 3) BČ. JÌ 
2) AB-Ji 4) AC -Ji 
IJ Soit ABCD un parallélogramme tel que AB = 4, 
AD =2et AC =5. 


D C 
1) Donner les coordonnées du point G dans le repère : 
a) (A; AB, AD, AË) ©) (H; HÈ, HD, HG) 
b) (C; CÉ, CD, CĠ) d) (F ; FÉ, FG, FE) 


2) Même question avec le point B. 
3) Même question avec le point J. 


| FN 
Optimized using 
trial version 
www.balesio.com 


299 


Considérons un cube ABCDEFGH d’arête 2. On note O le centre de ce cube ainsi que I, J et K 
les milieux respectifs des arêtes [CD], [AD] et [EH]. 


E K H On pourra utiliser un logiciel de géométrie 
dynamique afin de modifier l'angle de vue 
et obtenir un meilleur aperçu des vecteurs et 
plans de la figure. 

Ci-dessous, les menus et outils utilisés pour 


Fichier | 


D Nouvelle figure 


Dans chacun des cas suivants : 
1) mettre en évidence un plan contenant des représentants des vecteurs donnés ; 


2) calculer leur produit scalaire dans ce plan. 


a) AB et AC d)OB et OH g) OÉ et OH 
b) BD et BH e) EÈ et AG h) IJ et FH 
c) AB et AG f) FÉ et AK i) AD et BK 


DÉBAT € Un calcul toujours possible ? 


1) On considère le même cube que dans l’activité 1. 
Le produit scalaire KĪ - AG est-il calculable ? Expliquer pourquoi. 
2) Plus généralement, le produit scalaire de deux vecteurs de l’espace existe-t-il toujours ? 


Caractérisation normale d’un plan 


rie 

normé (O;i,f, K) de l’espace, on considère un plan (7) passant par un 
deux vecteurs non colinéaires % et V. 

n nul, simultanément orthogonal à % et 7. 

T est aussi orthogonal à tout vecteur & de (2). 

si M est un point de (2P), alors # : AM = 0. 

tenant la réciproque. 


300 Chapitre G3. Produit scalaire dans l’espace et applications 


Activités d'approche 


M 
x 
] 
] 
] 
] 
l 


a) Enoncer cette réciproque. 


b) Soit M un point de l’espace. ri 
On considère le point H, projeté orthogonal de 
M sur le plan (P). 
Démontrer, en calculant # - AM, que si N 
R- MÀ = 0, alors HM = 0 puis en déduire a) N 
que M € (P). 


3) Énoncer la propriété démontrée. 


Partie B : En pratique 


Dans un repère orthonormé (O; 7, T, F) de l’espace, on considère le plan (7) de représenta- 
tion paramétrique : 

x = —l+2s+t 

y = 1+5+21,S8ER, ER 

z = —s+4f 


1) Donner les coordonnées d’un point À appartenant à (7) ainsi que celles de deux vecteurs 
directeurs de (P), que l’on notera T et ©. 
a 
2) On cherche les coordonnées | b | d’un vecteur # qui soit orthogonal à la fois à Y et à 7. 


c 
a) Démontrer que les réels 4, b et c satisfont le système suivant, que l’on note (.7) : 


2a+b—c = 
(P): B 
a+2b+4c = 0 


b) Démontrer les équivalences suivantes : 


2a+b—c = 0 2a+b—-c = 0 a =  2c 
(7) = = 
—2a—4b—8c = 0 —3b-9% = 0 b = —3c 


c) En déduire la forme générale du vecteur #, pour c € R* puis, en choisissant judicieuse- 


ment une valeur de c, donner un vecteur # particulier. 


Équation cartésienne INFO) 


> > 


En Première S, on a démontré que dans un repère (O; i, j ) du plan, une droite est caractérisée 
par une équation du type ax + by + c = 0, où a et b ne sont pas simultanément nuls. 

On a ensuite vu, au chapitre G2, qu'une droite de l’espace n’est plus du tout caractérisée de 
u’elle est caractérisée dans un repère (O; T 7, K) par une représentation 


x = XA+at 
y = ya+Bt,teR 
z = zZzą+yt 


as simultanément nuls et x4, y4 et z4 sont les coordonnées d’un point de 


Chapitre G3. Produit scalaire dans l’espace et applications 301 
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On peut alors légitimement se poser la question suivante : « Que caractérise une équation du 
type ax + by + cz + d = 0, avec a, b et c non tous nuls? » 
Partie A : Expérimentation 


On se place dans un repère orthonormé (O ; T, T, K) de l’espace et on considère l’ensemble (£) 
des points M(x;y;z) tels que : 


2x —3y+z—1—0. 


1) On se place dans le plan d’équation z = 0. 
a) Dans ce plan, décrire le plus précisément possible l’ensemble de points que représente 
l'équation 2x — 3y — 1 = 0. 
b) Représenter cet ensemble de points en utilisant un logiciel de géométrie dynamique qui 
propose une vision 3D. 
Ci-dessous, les menus utilisés pour obtenir cette figure avec le logiciel CaRMetal, ainsi 
qu'une capture de la figure obtenue. 


A(-1:-1:0) 


2) Adopter la démarche de la question 1) : 
a) dans le plan d’équation y = 0, en « vue de gauche »; 
b) dans le plan d’équation x = 0, en « vue de face ». 
3) Que semblent définir ces trois droites ? Trois droites étaient-elles nécessaires ? Combien de 
droites suffisaient ? 
4) Si on procède par analogie avec les équations de droites dans le plan, que pourrait représen- 
2 
ter le vecteur ayant pour coordonnées | —3 | ? 


1 
Représenter ce vecteur afin de donner du poids à cette conjecture. 


Partie B : Démonstration 
Soient A(—1;—1;0), B(1;0; —-1) et C(0;1;4) trois points appartenant à (£). 
On note (P) le plan passant par A et dirigé par # = AB et ? = AC. 
1) a) Donner une représentation paramétrique de (P). 
b) En déduire que si M € (P), alors M € (£). 
2) Démontrons maintenant la réciproque. 


a) É er cette réciproque. (Pour les questions suivantes, on se placera sous les hypothèses 


ette réciproque.) 
quoi l’on peut écrire que : 


2x — 3y +z — 1 =2 x (—1) -3 x (—1)+ 0-1. 


— 
coordonnées d’un vecteur non nul # tel que # - AM = 0. 
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LL Produit scalaire dans l’espace 


REMARQUE : Deux vecteurs T et Ÿ de l’espace sont nécessairement coplanaires : 
m s'ils sont colinéaires, alors il existe une infinité de plans contenant et 7; 
m s'ils ne sont pas colinéaires, ramenons-les à une même origine A et considérons le plan 


engendré par À, # et Ÿ qui contient donc, par construction, les vecteurs T et V. 


E DÉFINITION 


Le produit scalaire de deux vecteurs % et Y dans l’espace est leur produit scalaire dans un 
plan les contenant. 


REMARQUE : La définition donnée et les propriétés établies en classe de Première S dans le 
plan sont donc aussi valables dans l’espace. À savoir : 


m T- ? = |T| x I?I] x cos(#, 7) = 7? - T, lorsque T #0 et 7 #0. 


> > > -= -> oa > > TT 
= i- v =0 4 T = 0 ou V = 0 ou (4,7) = 5 +k, kez. 


Dans ce cas, on dit que les vecteurs sont orthogonaux. 


> > 


m U-V = t - 701 où T est le projeté orthogonal de Ÿ sur une droite dirigée par T. 


> > 1 > > > > > > 1 > >j 2 >j 2 >j 2 
nos (IRU? + B- R- 7l?) ett- 8 = z (lR+ 812-112-1812). 
= AB . AC = AB x AC x cos(BAC), où A, B et C sont trois points distincts du plan. 


M PROPRIÉTÉ : Orthogonalité 


Deux droites sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs respectifs sont 
orthogonaux. 


I PREUVE Étant donné la colinéarité de tous les vecteurs directeurs d’une même droite, il 
suffit de démontrer la propriété en choisissant un vecteur directeur par droite. 

Soient (d4) et (d2) deux droites, dirigées respectivements par #1 et #2. Considérons (A4) et 
(A2), les parallèles respectives à (d1) et (d2) passant par un même point; elles sont aussi diri- 
gées respectivement par #1 et 2. 

(d1) est orthogonale à (d2) si, par définition, (A) et (A2) sont perpendiculaires c’est-à-dire si 


T4 et 2 sont orthogonaux. 


E DÉFINITION : Repère orthonormé 


Un repère (O; 7, J. F) de l’espace est dit orthonormé si les vecteurs T 7 et K sont orthogo- 
naux deux à deux et si [z Hi [| il 


ession analytique du produit scalaire 


x 
l’un repère orthonormé, on considère deux vecteurs Ù | y | et 7 | y 
Z Z 


y2 +z? et Ù- V = xx + yy +zz'. 


Optimized using 
trial version | 
www.balesio.com  Prcice KA p. 320. 
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| Exemple Dans un repère orthonormé, soient (d1) et (d2) deux droites de représentations 
X =. lt x = bsi 

paramétriques y = 2+2 ,teRet y = -1+4,tEeER 
Z = 5=7t Z t 
1 ={1 

Les vecteurs #1 | 2 | etw | 4 |,qui dirigent respectivement (d1) et (d2) sont orthogonaux 
—7 1 


puisque #1: #2 = —1 +8 — 7 = 0. Ainsi, (d) et (d2) sont orthogonales. 


Tano Calculer la mesure d’un angle > Ex. ET p.313 


Pour calculer un angle géométrique formé par deux vecteurs T et V, on exprime # - © de 
deux façons différentes : l’une permettant d'obtenir la valeur du produit scalaire, l’autre 


faisant intervenir l'angle. 


Soit ABCDEFGH, un cube de côté 1 et I le centre de la face EFGH. 
On se place dans le repère orthonormé (A; AB, AD, AÈ ). 
Déterminer, au degré près, les mesures des angles : 

1) « = IBË 2) B = BID 


1) BÊ - BÍ = BE. BF car BF est le projeté orthogonal de Bi 
sur (BF). Ainsi, BÍ - BE = 1. 


— — 


D'autre part, BF - BI = BF x BI x cos(a) = BI x cos(a 


De plus, B(1;0;0) et 1 (533: ) done 81 = y ( (5-1) ef 


Ainsi, — x cos(a) = 1 et donc cos(a) = A On en déduit alors que « ~ 35°. 


0,5 —0,5 
— — => — 1 
2) IB | —0,5 | et ID | 0,5 | donc IB- ID = —0,25- 0,235 +1 = 0,5 = 5 
=l = 
D'autre part, IB- ID = IB x ID x cos(B = yix E x cos(B) = = 2 cos(B). Par conséquent, 
1 3 
3 cos(B), et donc cos(B) = = 3. On en déduit alors que B ~ 71°. 


M PROPRIÉTÉ : Propriétés algébriques 


Soient 1 t, V et & trois vecteurs et À un réel. Alors : 


premier point recquiert réellement une démonstration. En effet, ce pro- 


gerer et mo venir trois vecteurs et ne peut donc pas, dans le cas général, être consi- 


www.balesio.com  Imême plan. 
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W PREUVE 
+ Pour le premier point, on exprime analytiquement le membre de gauche et le membre de 
droite puis on compare les expressions obtenues. 


s Pour les trois derniers points, on se place dans le plan engendré par % et Ÿ, où l’on utilise les 


propriétés établies dans le plan en Première S. Plus particulièrement, l'avant-dernier point 
provient des formules avec les carrés scalaires. 


l Exemple _ On se place dans le cube ABCDEFGH comme décrit dans la méthode précédente. 
— — T — —> 1 —> — > > 1 > > 1 > > 1 > 
IB. ID = (377+ 78) . (3PH +75) = (F8+ JHP) . (Fz - zP) = FÉ — q. 


Comme FB = 1 et que HF = V2, on en déduit que IB : ID = l= x2= À 
i2, Vecteur normal à un plan 
E DÉFINITION : Vecteur normal 
ñ 


Un vecteur # est dit normal à un plan (2) s’il est non nul et 


orthogonal à tous les vecteurs contenus dans (Z). (4 


E PROPRIÉTÉ 


Une droite est orthogonale à un plan si et seulement si un de ses vecteurs directeurs est un 
vecteur normal du plan. 


W PREUVE Soient (d) une droite de vecteur directeur et (2) un plan. 
Par définition, (d) est orthogonale à (7) si et seulement si (d) est orthogonale à toute droite de 


(P). Cela signifie que T est orthogonal à tout vecteur contenu dans (Z), autrement dit, que 
T est un vecteur normal de (Z). 


E PROPRIÉTÉ 


Si un vecteur est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires d’un plan alors c’est un vecteur 
normal à ce plan. 


W PREUVE Soient (Z) un plan, T et Ÿ deux vecteurs non colinéaires de ce plan auxquels est 
orthogonal un vecteur non nul #. Montrons que # est orthogonal à tout vecteur de (Z). 
Ramenons T et Y à une même origine À : (A; #, ©) est alors un repère de Z et tout vecteur & 


c Ù = ai + pọ, où a et B sont deux réels. Ainsi, Ù- n =ai-.n+BT-n—0. 


DEFGH un cube d’'arête a > 0. 

CGE étant des carrés, le vecteur FB est or- 
cs BÅ et BC qui sont deux vecteurs non coli- 
C). Ainsi, FB est un vecteur normal au plan 
Optimized using Bi dire que la droite (FB) est orthogonale au 


trial version 
www.balesio.com 


ra Cours - Méthodes 
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-> K) 
i 


> 
L Exemple _ Dans l’espace muni d’un repère ne (O; i,j,k), on considère les points 
0 


2 


A(1;1;1) et B(—-2;0;2) ainsi que les vecteurs T | — 


T et Ÿ ne sont pas colinéaires donc on peut définir ie plan (P) FT par À, Ù et 7. 
—3 
De plus, AB | —1 | est orthogonal à 7 et ? donc AB est un vecteur normal au plan (2). 
1 


MAC] ÆEM Démontrer une orthogonalité 


Soit ABCDEFGH, un cube d'arête 1. 
Démontrons que la droite (FD) est orthogonale au plan 
(ACH). 
Il suffit de prouver que FD est orthogonal à deux 
vecteurs non colinéaires du plan (ACH), par exemple AČ 
et HC. Démontrer alors que FD. AC = FD . HC = 0. 
Calculons le premier produit scalaire en utilisant les 
propriétés algébriques et le second analytiquement : 
e FD. AČ = (FB + BD). AC = FB- AC + BD - AĜ. 
D'une part, et d'après l'exemple précédent, FÉ est un vecteur normal au plan (ABC) donc 
il est orthogonal à tout vecteur à ce plan, en particulier à AÛ. Ainsi, FB - AC = 0. 
D'autre part, BD - AC = 0 car [BD] et [AC] sont les diagonales du carré ABCD. 
On en conclut que FD. AC = 0. 
e En se plaçant dans le repère orthonormé (A; AB, AD, AÈ), on a C(1;1;0), D(0;1;0), 
1 1 
F(1;:0;1) et H(0;1;1) et ainsi, FD | 1 |etHC| 0 
=] —1 
Par conséquent, FD-HC=-1+0+1=0. 


> Ex. EJ p. 315 


E PROPRIÉTÉ 


Soit # un vecteur normal à un plan (2). Alors, tout vecteur non nul colinéaire à # est aussi 
un vecteur normal de (Z). 


W PREUVE Soit # un vecteur non nul colinéaire à #, c’est-à-dire tel que m = kn, k € R*. 
Montrons que m est orthogonal à tout vecteur de (Z). 
Soit & un vecteur de (P). Alors & - m = © - (kn) = k(© - n) = 0. 


REMARQUE : La projection orthogonale d’un point A sur un plan (7) est le point H appar- 


(AH) soit orthogonale à (7) ou, autrement dit, que AH soit un vecteur 


yant la configuration de la méthode précédente, considérons I le centre de 


— PEREN > 2 > i > 
rs HI = z3HM, où M est le milieu de [AC], donc HI = 3 (A5 + D). 
1 + 2 > > 2 > > 
Optimized using D — -BD = = (FH + HD) = —FD. FI est donc aussi un vecteur normal 
trial version 3 3 3 


www.balesio.com € (ACH), on en déduit que I est le projeté orthogonal de F sur (ACH). 
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M PROPRIÉTÉ : Parallélisme et perpendicularité de plans 
m Deux plans sont parallèles si et seulement si tout vecteur normal de l’un est un vecteur 
normal de l’autre. 


m Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur normal de l’un est ortho- 
gonal à un vecteur normal de l’autre. 


> 


n 


AL 


| P PREUVE. Pour le premier point, voir exercice KA p. 320. 


| Exemple On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé. 


e Soient (Z:) et (72) deux plans de vecteurs normaux respectifs #1 et n2 (2) 
#1 et #2 sont colinéaires : les plans (24) et (22) sont donc pe 
e Soient (P4) et (72) deux plans de vecteurs normaux respectifs #1 et n2 f ) 
#1 et 2 ne sont pas colinéaires : les plans (24) et (22) sont donc na mais #1: n2 #0 


donc (24) et (P2) ne sont pas perpendiculaires. 


REMARQUE : Soient (1) et (2), deux plans perpendiculaires. 
Si (di) est une droite de (74) et (d2) est une droite de (22), 
alors (d1) et (d2) ne sont pas nécessairement orthogonales. 
Ci-contre, deux droites (d1) et (d2) parallèles. 

Voir exercice EJI p. 315. 


E PROPRIÉTÉ 


Soient # un vecteur non nul, A un point et (P) le plan passant par A et de vecteur normal 
#. Alors un point M appartient à (P) si et seulement si # - AM = 0. 


I PREUVE 

e Si M appartient à (2) alors AM est un vecteur de (P) et est donc orthogonal à #. 

+ Réciproquement, soit M un point de l’espace tel que 7 - AM = 0. Considérons H le projeté 
orthogonal de M sur (2). Alors X - AM = 7R - (AH + HM) = R -AH + R - HM. 
D'une part, AH est contenu dans (P), donc T et AH sont orthogonaux et ainsi # - AH = 0. 
D'autre part, HM et # sont colinéaires et donc 7 - HM = ||#|| x HM ou — |#|| x HM. 
On en déduit donc que ||#|| x HM = 0 et ainsi, puisque # # O, HM = 0 : le point M est 
confondu avec le point H, il appartient donc à (2). 
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23. Équation cartésienne d’un plan 


E PROPRIÉTÉ : Caractérisation algébrique d’un plan 
Soit M(x;y;z) un point de l’espace muni d’un repère orthonormé (O; T, }, F). 
m Si M appartient à un plan (2), alors ses coordonnées vérifient une relation du type : 
axtoyretd=0 
avec a, b et c des réels non simultanément nuls. 
m Réciproquement : 
L'ensemble des points M(x;y; z) de l’espace vérifiant une relation du type ax + by + cz + 
d = 0, avec a, b et c non simultanément nuls est un plan, que l’on note (2). 
On dit que (P) a pour équation ax + by + cz + d = 0, appelée équation cartésienne du plan 
a 
et de plus, # | b | est un vecteur normal à (P). 
c 


7 PREUVE 
X 


+ Soit (Z) un plan passant par un point A(xọ ; yo ;Zo) et de vecteur normal 7 | B 
Y 
M appartenant à (P), les vecteurs AM et # sont orthogonaux, c'est-à-dire analytiquement : 
(x — xo)a + (y — yo)B + (z — zo)y = 0 
ou encore, en développant : 


ax + By + yz — axo — byo + Yzo = 0. 
Cette dernière égalité est bien de la forme annoncée en posant a = a, b = B,c = yet 
d = —axo — Byo + Yo. 
e a,b etc n'étant pas simultanément nuls, il existe A (x ; yo ; Zo) tel que axo + byo + czo +d = 0: 


e sia Z 0, alors le triplet (-£ ;0; o) vérifie l'égalité ax + by + cz +d = 0; 
+ sia = 0, on peut procéder de façon similaire puisqu’alors b Z 0 ou c Æ 0. 
Les coordonnées du point M vérifiant aussi l'égalité, on en déduit que : 

ax + by + cz + d = axo + byo + Czo + d, 
ce qui peut aussi s'écrire : a(x — xo) + b(y — yo) + c(z — zo) = 0. 


Cette dernière égalité n'étant rien d’autre que la traduction analytique de l’orthogonalité 
a 

entre les vecteurs AM et 7 | b | (R - AM = 0), on en déduit, d’après la propriété précédente, 
ë 

que M appartient au plan passant par A et de vecteur normal #. 


e Le plan (OJK) a pour équation x = 0 et admet pour vecteur 
normal le vecteur 7. 

e Le plan (OIK) a pour équation y = 0 et admet pour vecteur 
normal le vecteur ré 


e Le plan (OIJ) a pour équation z = 0 et admet pour vecteur 


+ 
normal le vecteur K. 
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MAMAE Déterminer une équation cartésienne d’un plan (cas particulier) > Ex. Ep. 316 


a 
Dans le cas où le plan (P) est défini par un point A et un vecteur normal # | b 

c 
1) écrire l'équation de (2) sous la forme ax + by + cz + d = 0 où le réel d reste à déterminer; 
2) déterminer d en utilisant les coordonnées du point A. 


SECESE Dans l'espace muni d’un repère orthonormé (O; T, j, F), déterminer 
4 
une équation cartésienne du plan (2) passant par A(1;—2;3) et de vecteur normal # | —2 
1 


Les coordonnées du vecteur 7 étant données, le plan (2) admet pour équation 
4x — 2y +z + d = 0, où d est un réel qu'il reste à déterminer. Le point A appartient à (4) donc 
4x1-—2x (—2)+3+d = 0, ce qui donne d = —11. 

Ainsi, une équation cartésienne de (2) est : 4x — 2y + z — 11 = 0. 


MAC] ÆM Déterminer une équation cartésienne d’un plan (cas général) » Ex Ep. 317 


Dans le cas où l’on donne trois points À, B et C pour définir un plan (2) : 

1) s'assurer que le plan (7) est bien défini en montrant que À, B et C ne sont pas alignés; 

2) déterminer les coordonnées d’un vecteur normal à (P); 

3) en déduire une équation cartésienne de (7) en se référant à la méthode précédente. 

Dans l’espace muni d’un repère orthonormé (O; T, T, K), on considère 
les points A(0;1;1), B(—4;2;3) et C(4;—1;1). 


Déterminer, s'il existe, une équation cartésienne du plan (2) défini par ces trois points. 


—4 4 
On commence par calculer les coordonnées de ABetAC:AB| 1 |etAC | -2 
2 0 


Leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles et donc les vecteurs AB et AC ne sont pas 
colinéaires et ainsi, les trois points À, B et C définissent bien un plan (7). 

a 
On note # | b | un vecteur normal à (2). Alors R - AB = 0 et # - AC = 0, ce qui donne les 


c 
équations —4a + b + 2c = 0 et 4a — 2b = 0, d'où le système équivalent : 
2b+4c = 0 —4a+4c = 0 a = c 
< <> 
— 2b 0 4a—2b = 0 b = 2a 
a 1 
ñ sont donc de la forme | 2a |, a € R*. Aveca = 1, on obtient 7 | 2 
a 1 
Optimized using z + d = 0 où d est un réel qu'il reste à déterminer. 


trial version 
www.balesio.com oint À à (P) donne d = —3 et donc (P) : x +2y +z-—3=0. 
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me 
1 


L Exemple On munit l’espace d’un repère orthonormé (O; i 


1 
admet pour vecteur normal # | 1 
1 


MAC] EM Déterminer, si elle existe, l'intersection d’une droite et d’un plan » Ex. EA p. 318 


Soient (d) une droite dirigée par T et () un plan de vecteur normal 7. 

1) Tester le parallélisme de (d) et (2P) en calculant # - # : 
a) si X - À = 0, alors (d) est parallèle, strictement ou non, à (P); 
b) si X - n £ 0, alors (d) et (P) se coupent en un point M. 

2) Si l'intersection existe, résoudre le système composé des équations décrivant (d) et (2) 
afin de calculer les coordonnées de M. 


SRE VAE Dans l’espace muni d’un repère orthonormé (O; 7, 7, K), on considère 
x = 1l-t 

la droite (d) de représentation paramétrique 4 y = 2t ,tER 
Z = 5 


et le plan (7) d'équation cartésienne 3x + z +7 = 0. 
Déterminer, s'il existe, les coordonnées du point d'intersection de (d) et de (P). 


Un vecteur directeur de (d) et un vecteur normal de (2) sont respectivement 


—1 3 
Ñ| 2 | et? |0]. Ainsi, T-n = —3 donc (d) et (P) se coupent en un point M dont les 
0 1 


coordonnées (x;y ;z) satisfont le système : 


x = 1-—t x = 1-tf t o=. 5 
y y 2t x 4 
Z = 5 Z = 5 y = 10 
3x+z+7 = 0 3(1-t)+5+7 = 0 z= 5 


Ainsi, M(—4;10;5). 


x. —' lt 
Même consigne avec la droite (d): 4 y = 2—-2t,t€R 
z 3+5t 
—2ÿy—2:+1=0. 
—1 
nêmes notations que précédemment, # | —2 | et x | 1 |. T- = 0 donc 
5 1 
gerer mo lèles. De plus, le point A(1;2;3) par lequel passe (d) n'appartient pas à 
www.balesio.com sont strictement parallèles. 
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Déterminer, si elle existe, l'intersection de deux plans > Ex. RA p. 319 


Soient (24) et (22) deux plans de vecteurs normaux respectifs #1 et #2. 
1) Tester le parallélisme de (24) et (22) en testant la colinéarité de #1 et #2. 
2) Si les plan ne sont pas parallèles : 

a) écrire le système composé des équations décrivant (1) et (22); 

b) choisir une des coordonnées comme paramètre ; 

c) en déduire une représentation paramétrique de la droite d’intersection. 


Exercice d'application 
j =$. 


Dans l’espace muni d’un repère orthonormé (O; i, j, F), on considère les plans (24) et (22) 


d'équations respectives x + 2y +z — 1 = 0 et 2x — 3y — z +2 = 0. 
Déterminer, si elle existe, une représentation paramétrique de la droite d’intersection entre 
(21) et (P2). 


Correction 


1 2 
(1) et (P2) ont pour vecteurs normaux respectifs #1 | 2 | et #2 | —3 |. Ils ne sont pas coli- 
I —1 


néaires donc (24) et (2) se coupent selon une droite (d). Un point M appartient à (d) si et 


seulement si ses coordonnées (x;y ;z) vérifient le système : 


x+2y+z-1 = 0 x+2y+z-1 = 0 y = 3x+1 
< — 
2x—3y-z+2 = 0 3x—y+1 0 z = 1-x-2y—-7x-1 


On peut vérifier à l’aide d’un logiciel de calcul formel (ici Xcas en ligne) : 


linsolve([x+2y+2-1=0, 2x-3y-2+2=0], [y, z]) 
[3x +1, —7x-1] 


Ainsi, les coordonnées de M sont de la forme (x;3x+1;—7x—1), x € R et donc, en choisissant 
x comme paramètre, on obtient une représentation paramétrique de (d) : 


% «— t 


y 
z = —l-7t 


II 

jä 
+ 
L 
+ 
M 
5 


Exercice d'application 


Même consigne avec les plans (24) et (22) d'équations respectives 2x — 4y + 3z — 5 = 0 et 
—4x + 8y — 6z + 10 = 0. 


Correction 


2 —4 
En reprenant les mêmes notations, #1 | —4 | et #2 | 8 | sont colinéaires donc les plans sont 
3 —6 


parallèles. Comme les deux équations sont équivalentes, on en déduit que (24) = (22). 
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j Activités mentales 


Dans un repère orthonormé (O; 7 
1 0 

dère les vecteurs T | V2 | et 7 | 2V2 |. On note 9 la 
—1 1 

mesure en degrés de l'angle géométrique formé par les 


= a : 
, j, k) on consi- 


vecteurs % et V. Calculer : 


1) |7 || 3) 4-0 
2) |Ÿ|| 4) 0 
EJ Soient 7 et 7 deux vecteurs tels que ||Z|| = 3, 


1T|| =4et T - ? = 1. Calculer : 

D'A-(È+T) 3 (X — 77). (+7) 
2): (U +27) 4) (20 + 7): (Ñ — 27) 
EJ On considère un cube ABCDEFGH de côté a > 0. 
Soient I le milieu de [EH] et J le centre de la face CDHG. 


H 


Exprimer en fonction de a les produits scalaires : 


1) AB. AC 4) EH - FC 

2) AB-FH 5) BC: BG 

3) EH - GC 6 HC-GD 

EJ Même consigne qu’à l'exercice f] avec : 
1) EH. FÌ 3) AB- G] 

2 GH:G] 4) IH: FB 

EX Même consigne qu’à l'exercice f] avec : 
1) BÈ- GÈ 3) BH -CG 

2). 1) TH -FG 


6l un repère orthonormé 
(O es cas suivants, dire si les 
vec naux : 

4 —3 

-3|;0| 4 

1 24 
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v2 v2 NS 1 
2D2R|-2V2l:2| 9/2] Dal 1 |Z| 
1 2 2 v3 


On reprend le cube de l'exercice E. 
Pour chacun des plans suivants, citer, en justifiant, un 
vecteur normal à ce plan : 


1) (BCG) 2) (BCH) 


EJ On reprend le cube de l'exercice El. 
Pour chacun des vecteurs suivants, citer, en justifiant, 
un plan auquel ce vecteur est normal : 


1) BË 2) AC 


EJ Dans chacun des cas suivants, donner un vecteur 

a 
normal # | b | au plan (P) respectant les contraintes 
c 


distinctes données : 


1) (P) : x— 3y +z — 1 = 0 aveca = 2. 

2) (P) : —2x + 3y +z +8 = 0 avec b = 1. 
3) (P) : —x + 4y — 5z — 7 = 0 avec b = —8. 
4) (P) : 2x — y +6z —7 = 0 avec c = 3. 


Dans chacun des cas suivants, donner une équa- 
tion cartésienne du plan passant par le point A et de 
vecteur normal 7 : 


1) A(0;1;2)et # | —3 
2) A(-1;4;1)et# 


4) A(-1;1;6)et# 


1 
=7 
3) A(—-1;2;2)etrn | 2 


j Produit scalaire dans l’espace 


Dans un repère orthonormé de l'espace : 


GX 


1) rappeler la formule de la norme d’un vecteur; 
2) énoncer la formule de l'expression analytique du 
produit scalaire de deux vecteurs et la démontrer. 


On considère le cube suivant, d’arête a > 0 où I 
est le milieu de [EH] et J le centre de la face CDHG. 


E I H 


En considérant des décompositions sur les arêtes du 


cube, exprimer en fonction de a les produits scalaires 


suivants : 

DFI- FH 4) B] -EJ 
2)IG-IH 5) Bİ. BÅ 
3) EJ - IÈ 6) Fj -CH 


Reprendre l'exercice en se plaçant dans le 


1 
repère orthonormé (A ; 74 zAD, 74E 
On considère le cube suivant, d’arête 1, où I et J 
sont les milieux respectifs de [EH] et [FG]. Soit M un 
point appartenant à [IJ]. 


2) Déterminer la ou les positions du point M pour que 
MB: MC =1. 


Soit SABC un tétraèdre de tel que les triangles 
ABC et SBC soient isocèles respectivement en A et S : 


Démontrer que A$ - BC = 0. 


j Calculs d’angles 


> MÉTHODE 1 p. 304 


On considère un cube ABCDEFGH de côté 1 et de 
centre O. 


Calculer une valeur approchée de la mesure de l'angle 
a = BOC au degré près. 


Dans un repère orthonormé (O; 
considère les points A(1;-—2;3), 
C(2;1;0). 

Calculer, au dixième de degré près, une mesure des 


angles : 
1) ABC 2) BAC 3) ACB 
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On considère un cube ABCDEFGH de côté 1. Soit 
I le centre de la face EFGH et J le milieu de l’arête [BF]. 


On cherche à calculer une mesure de l’angle CJI au de- 
gré près. 
1) Méthode géométrique 
a) Calculer les trois longueurs du triangle IJC. 
b) En déduire que JC-Ji = À 
c) En déduire une mesure de l'angle CJI. 
2) Autre méthode géométrique 
a) Calculer JÉ - ji en décomposant astucieusement 
les deux vecteurs sur les arêtes du cube. 
b) En déduire une mesure de l'angle CJ]. 
3) Méthode analytique 
a) En se plaçant dans le repère orthonormé 
(A; AB, AD, AÈ ), calculer analytiquement JG. Ji. 
b) En déduire une mesure de l'angle CJI. 
4) Quelle est la méthode : 
a) qui demande le moins / le plus de connaissances 
théoriques ? 
b) la moins / la plus rapide ? 


On considère un cube ABCDEFGH d'’arête 1. Soit 
I le centre de la face EFGH et J celui de la face ABFE. 


e orthonormé bien choisi, 


esure de l'angle IJD. 
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BEJ On considère un parallélépipède rectangle 
ABCDEFGH tel que AB = 3, AD = 5et AE = 2. 
On note O son centre. 


En se plaçant dans le repère orthonormé 
ls l-le 
(a 34B, 54D, ja), déterminer une mesure de 


l'angle BOC au centième de degré près. 


On considère un tétraèdre régulier ABCD d'arête 
2. Soit I le milieu de [BC] et J celui de [CD]. 


A 


C 
1) a) Calculer les longueurs Al, AJ et IJ. 
b) En déduire la valeur de AŤ - Aj ; 
2) En déduire une mesure de l'angle IA], au dixième 
de degré près. 


EA Refaire l'exercice en traitant le cas général 
d’un tétraèdre régulier d’arête a > 0. 


i Orthogonalité 


| 23 | ROC 


Démontrer que si un vecteur # est orthogonal à deux 
vecteurs non colinéaires d’un plan (2), alors # est un 


vecteur normal à (Z). 


EJ Dans l'espace muni d’un repère orthonormé 


k 2 
(O;r, 7, K), on considère T | —2 | et 7|k], où 
k—1 k 


k € R. Déterminer la ou les valeurs de k pour que T 


et 7 soient orthogonaux. 


E Même exercice que le avec les vecteurs 


k k+1 
D|-2|et Tv | -k |,oùkER. 
1 2 


BJ Dans l’espace muni d'un repère orthonormé 
(O; 7, T, K), on considère les deux points A(1;2;1), 
—2 0 
B(4;6;3) et les vecteurs % | 1 | et à | —1 
1 2 
1) Démontrer que le point A et les vecteurs T et © défi- 
nissent bien un plan. 


2) Démontrer que AB est un vecteur normal à ce plan. 


Dans 


normé (O; 7, T, K), on considère les quatre points 
A(—1;1;2), B(1;0;—1), C(0;3;1) et D(—8;2;—3). 
1) Démontrer que les points A, B et C définissent bien 


l'espace muni d'un repère ortho- 


un plan. 


2) Démontrer que AD est un vecteur normal à ce plan. 


Ba > MÉTHODE 2 r. 306 


On considère un cube ABCDEFGH d'arête 1. Soient I 
et J les milieux respectifs de [BC] et [EH] et K le centre 
de la face CDHG. 


Sans utiliser de repère : 
1) démontrer que les points À, I, G et J sont copla- 
naires; 
2) a) démontrer que (FK) est orthogonale à (1J); 
b) démontrer que (FK) est orthogonale à (AI); 
i 777 est orthogonale au plan 


fl en travaillant dans un 


51. 


es, disposés comme dans 
ilieu de [FG]. On souhaite 
ogonale au plan (MHC). 


la Optimized using 
i trial version 
déf  www.balesio.com 


S’entrainer 


1) Démontrer que AK.-CM=BK.C M, puis en déduire 
la valeur de ce produit scalaire. 
2) En suivant cette méthode, calculer AK -HM. 


3) Conclure. 


Une erreur courante 

Dans cet exercice, on va mettre en évidence de façon 

analytique la remarque de la page 307. On munit l’es- 

pace d’un repère orthonormé. 

1) Relire cette remarque. À votre avis, quelle est l'erreur 
courante qui est commise ? 

2) Dans l’espace muni d’un repère orthonormé, consi- 
dérons les plans (Z) : 2x —-3y-z+4 = O0 et 
(2):x+2y—-4z-5=0. 

a) Vérifier que (Z) et (2) sont bien orthogonaux. 

b) Vérifier que A(1;1;3) et B(—1;-1;5) appar- 
tiennent à (2P). 

c) Vérifier que C(1;6;2) et D(—3;0;—2) appar- 
tiennent à (2). 

d) Les droites (AB) et (CD) sont-elles orthogonales ? 
parallèles ? 


EA On considère un cube APCRERER qe 1: 
Soient I et J les points tels que Ei = SEF et Ej = JEH. 


1) Démontrer que (GJ) est perpendiculaire à (IH). 
2) Démontrer que (GJ) est orthogonale à (HD). 
3) En déduire que (GJ) est orthogonale à (ID). 
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4) Démontrer que le point d'intersection entre le 
plan (IHD) et la droite (GJ) a pour coor- 


j 4 7 
données ($ A g! 


) dans le repère orthonormé 
(A; AB, AD, AÈ). 


EF On considère un cube ABCDEFGH de côté 1. 


> 2 > > 2 > 
Soient I et J les points tels que EI = zEF et DJ = 3 DC. 


orthonormé 


dans le 
(A; AB, AD, AÈ ). On considère la droite (A), ortho- 
gonale au plan (IHJ) et passant par G. Elle coupe res- 
pectivement les plans (ABD) et (ADE) en M et N dont 
ou souhaite déterminer les coordonnées. 


On se place repère 


1) Pourquoi (A) est-elle orthogonale aux droites (IH) 
et (JH)? 
2) On note M(x; y; z). 
a) Déterminer z. 
b) Utiliser l’orthogonalité des droites (A) de (IJ) 
puis de (A) de (IH) afin d'en déduire les valeurs 
x et de y. 
c) À quel plan, autre que (ABD), M appartient-il ? 
3) En utilisant la même méthode, déterminer les coor- 
données du point N. 


EZ] Distance d’un point à une droite INFO 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé 


(O;Ť, T, K), on considère les points A(—1;—1;2) et 
B(1;1;1) ainsi que le vecteur T = 21 +3ÿ — K. On 


note (d) la droite passant par A et dirigée par T. 


Soi it à (d). Le but de l'exer- 
cic gueur minimale de [BM] 
ain du point M rendant cette 


ne droite (d) est la plus 
M parcourt (d). 


Optimized using 
trial version 
www.balesio.com 
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1) Conjecturer la solution à l’aide d’un logiciel. 

2) Donner une représentation paramétrique de (d). 

3) a) Démontrer que répondre au problème posé 
revient à déterminer le minimum, ainsi que la 


valeur pour laquelle il est atteint de : 
t> 1482 — 22t + 9. 


b) Répondre alors au problème posé. 
c) Que peut-on alors remarquer concernant la droite 
(d) et le vecteur BM? 


EJ Même consigne qu’à l'exercice EX avec le point 
B(—-2;1;0) et la droite (d) engendrée par le point 
A(5;—2;6) et le vecteur T = re à 


g Équation cartésienne d’un plan 


|36 | ROC 


Dans l’espace muni d'un repère orthonormé, soient 
ax 
"|B 
Y 
Démontrer qu’une équation cartésienne du plan (2), 


un vecteur non nul et A(x4;yA;ZA) un point. 


admettant # pour vecteur normal et passant par A est 
de la forme ax + by + cz + d = 0. On donnera a, b, c et 
d en fonction des coordonnées de 7 et de A. 


> MÉTHODE p. 309 


Dans l’espace muni d’un repère orthonormé 

(O; 7, rs K), déterminer une équation cartésienne du 

plan (Z) passant par A(—1;2;—1) et de vecteur nor- 
1 

mal # | 2 


—3 


E Même consigne qu’à l'exercice EY avec : 
1) A(1;4;—5) et le vecteur 7 = 21 — J +3K; 
2) A (1252; V3) et le vecteur 7 = V3 — + V2K. 


EJ Dans l’espace muni d’un repère orthonormé 
(O; 7, 7, K), déterminer une équation cartésienne du 
plan passant par : 

1) A(2;1;0) et de vecteur normal OÀ : 

2) A (V2 p V3 ; 2) et de vecteur normal AO ; 

3) A(5; —3;4) et de vecteur normal K ; 


> 3> 


4) A(2;—1; v3) et de vecteur normal i — 2 Te 


ET Dans 
> > > 
rl 


(O; i,j,k), déterminer une équation cartésienne du 


l'espace muni d’un repère orthonormé 


plan passant par A et de vecteur normal AË lorsque : 
1) A(2;1;0)et B(—4;—1;3); 
2) A(4;—5;6) et B(1; -1;1); 
ji 2 

se PEN ren .1 . 
3) A(2;—1;0) et B E F ): 
4) A(1;0;0) et B(1;0;0). 
Dans l'espace muni d’un repère orthonormé 
(O; 7, T, K), déterminer une équation cartésienne du 
plan (2), parallèle au plan (7) et passant par le point 
A lorsque : 
1) (Z):x+y+z-1-=0e A(1;1;1); 
2) (P) : x — 3y + 2z — 4 = 0 et A(3;0; —1); 

1 1 1 

3) (2): {x y -2-2=0etA ( }: 
4) (P) : V5x— 2y — V2z — 4 = 0 et A(1;1;—1). 


EA Dans l’espace muni d'un repère orthonormé 
(O; 7, rs K), décrire, dans chacun des cas suivants, 
l’ensemble des points M(x;y ;z) tels que : 

1) AM- R = 0 avec A(1;—2;3)et R =2i —3j +2K; 


3) AM- j = —1 avec A(1;—2;3); 
4) AM- = 5avec A(—2;4;1)et R = — 7 +27 +5k. 


EF On reprend la figure de l'exercice H, dans lequel 

la droite (FK) est orthogonale au plan (AIG). 

1) En se plaçant dans le repère orthonormé 
(A; AB, AD, AÈ ), déterminer une équation carté- 
sienne du plan (AIG). 

2) Même question en se plaçant dans le repère ortho- 
normé (B; BC, BÅ, BÈ). 


EZI On reprend la figure de l'exercice El, dans lequel 

la droite (AK) est orthogonale au plan (MHC). 

1) En se plaçant repère 
(A; AB, AD, AÈ ), déterminer une équation carté- 
sienne du plan (MHC). 

2) : í \ 


dans le orthonormé 


zant dans le repère ortho- 


l'exercice EF}, dans lequel 
2 au plan (IHD). 
le repère orthonormé 


Optimized using 


une équation cartésienne 


trial version 


www.balesio.com 


S’'entraîner 


|46 RC MÉTHODE 4 FN) 


Dans l’espace muni d’un 
(O; 7, T, K), on considère les 

A(—1;—1;1), B(1;2;—1) et C(0;1;1). 
Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC) 


repère orthonormé 


trois points 


s'il existe. 


Même consigne qu’à l'exercice P avec : 

1) A(5;-4;1),B(6;3;9)etC(-8;1;7); 

2) A(3;4;5), B(4;—2;7) et C(5;—8;9); 

3) A(—1;7;4), B(—2;10;5) et C(3;6;—1). 

EJ Dans l'espace muni d’un repère orthonormé 


> > > 
(O;i, j,k), on considère la représentation paramé- 


trique suivante : 


x = l-s+4t 
y = 2+23s-ł: , sER teER 
y = —l+s+2t 


1) Cette représentation paramétrique définit-elle un 
plan? 


2) Si oui, en déterminer une équation cartésienne. 


| 49 | Même consigne qu’à l'exercice EF avec les repré- 
sentations paramétriques suivantes : 


x = —5+2s-—4t 

1) y = 7—3s+6t SER, teEeR 
Yy = V2-s+2t 
x = 4s-t 

2) y = 1—2s+t sER, teER 
y = 5+s+t 


EJ On considère un cube ABCDEFGH d'arête 1 et le 
point I tel que 3DÍ = 2DC. 


orthonormé 


dans le 


En se plaçant repère 
(A; AB, AD, AÈ), déterminer une équation cartésienne 


du plan (FHI). 
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Dans l'espace muni d’un repère orthonormé 
(O;5, T, K), on considère les points A(«;0;0), 
B(0;B;0) et C(0;0;y) où «, B et y sont trois réels. 


On considère, lorsqu'il existe, le plan (ABC). 


1) À quelle(s) condition(s) sur «, B et y le plan (ABC) 
est-il bien défini ? 

2) Étude des cas particuliers. 
a) Lorsque « = 0,B # 0 et y Æ 0, décrire le plan 

(ABC). 

b) Même question lorsque B = 0 et « et y non nuls. 
c) Même question lorsque y = 0 et « et B non nuls. 

3) Étude du cas général où à, B et y sont tous non nuls. 
Démontrer qu'une équation cartésienne du plan 
(ABC) est : 


Optimized using 
trial version 


www.balesio.com  }Bz — «py = 0. 
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i Intersection d’une droite et d’un plan 


[52 E MÉTHODE 5 FT) 


Dans un repère orthonormé (O 


:T, 7, K) de l’espace 
soit (d) la droite de représentation paramétrique : 


x = —7 Ft 
z = —5-t 


et le plan (7) d'équation cartésienne : 

=2x -3y tz- 6 =0. 
Déterminer, s'il existe, les coordonnées du point d'in- 
tersection de (d) et de (P). 


EJ Même consigne qu’à l'exercice EA avec la droite 


x = —1—25 
(d):4 y = 2-5 ,sER 
z = —3+5s 


et le plan 
(P):-x-5y-z-6—0. 


EX Même considération qu’à l'exercice EA avec la 


droite 
x = 4—k 
(d):4 y = —-12+5k,KkER 
z = 9—6k 
et le plan 


(P) :4x+2y+z—-1=0. 


BJ Même raisonnement qu’à l'exercice avec la 


droite 
x = 6+t 
(d):4 y = —1+2t,tER 
Z = =3—f 
et le plan 


(P):x+y+3z-1=0. 


EA Même consigne qu’à l'exercice BA avec la droite 
(d) engendrée par A(6;—2;—3) et T =51 -37 — 6k 
et le plan (2) : —5x — 7y + 10z +6 = 0. 


Même raisonnement qu'à l'exercice [JA avec la 
droite (d) passant par les points A(—5;4;—3) et 
B(1;—2;3) etle plan (P) : x+y +3z -1 =0. 

EJ Même instruction qu’à l'exercice EF] avec la droite 
(d) passant par les points A(1;2;—1) et B(2;4;1) et le 


4 
plan (2) : 5*—15/ +52 2=0. 


BJ Même consigne qu’à l'exercice BA avec la droite 
(d) passant par les points A(2;4;5) et B(—2;0;3) et le 


plan (Z) : nn ne 


2 
BJ Même raisonnement qu’à l'exercice avec le 
plan (P) : 4x — 6y +5z —3 = Oet: 

1) l’axe des abscisses ; 

2) l'axe des ordonnées ; 

3) l'axe des cotes. 


Même consigne qu’à l'exercice EPA avec la droite 

(d) passant par les points A(2;-5;3) et B(—2;4;-8) 

et le plan (Z) passant par C(4; -1;2) et dirigé par 
1 —2 


1 1 


LA Distance d’un point à un plan 


Dans l’espace muni d’un repère orthonormé 
(O : À, T, K), on considère un plan (Z) et un point 
A. 

Soit M un point appartenant à (2). Le but de l'exer- 
cice est de déterminer la longueur minimale de [AM] 
ainsi que la ou les positions du point M rendant cette 


longueur minimale. 


La distance d’un point A à un plan (2) est la plus 


petite distance AM lorsque M parcourt (P). 


1) Soit H le projeté orthogonal de A sur (Z). 
a) Faire un schéma. 
b) De quelle droite et de quel plan le point H est-il 
l'intersection ? 
c) Démontrer que si M est un point de (Z) différent 
de H, alors AM > AH. 
La distance de A à (P) est donc la distance AH. 
2) Soit (P) : x — 2y — 2z — 31 = 0 et A(2;1; —2). 
a) Donner un vecteur directeur de (AH). 
anées du point H puis la 


2) de l'exercice PA avec le 
= 0 et le point A(2;0;1). 


?) de l'exercice [A avec le 
0 et le point A(3;1;—2). 


S’entrainer 


EX On reprend la figure de l'exercice ET où une équa- 
tion cartésienne de (FHI) est 3x + 3y +2z —5 = 0. 
Déterminer la distance des deux points suivants au 
plan (FHI): 

1) G (on notera K le projeté de G sur (FHI)); 

2) A (on notera L le projeté de A sur (FHI)). 


i Intersection de deux plans 


|66 M2 MÉTHODE 6 FEIN 


Dans l’espace d'un repère  orthonormé 

(O; 7, T, K), on considère les plans (24) et (P2) 

d'équations cartésiennes respectives : 
x+y+2z—-3=0 et —x+4y-5z+6=0. 


Déterminer, si elle existe, une représentation paramé- 


muni 


trique de la droite d’intersection entre (24) et (22). 


Même consigne qu’à l'exercice [fJ avec les plans 
(P1) et (P2) d'équations respectives : 
x—2z—1=0 et y—-2z+4—0. 


BJ Même consigne qu’à l'exercice FA avec les plans 
(P) et (73) d'équations respectives : 


X—y—2z—-1—=0 et —-2x+2y+4z+4—0. 


BJ Même consigne qu’à l'exercice [gJ avec les plans 
(P1) et (P2) d'équations respectives : 
3x+9y—-6-3—0 et x+3y—-2z-1—0. 


INFO) 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé 


(O;?, T, K), on considère les plans (74) et (P2) 
d'équations cartésiennes respectives : 


X—2y+3-5=0 et 3x+y-2z+1=0. 


1) À l'observation des deux équations, semble-t-il 
évident ou du moins facile de voir quelle(s) incon- 
nue(s) est-il le plus judicieux de choisir en paramètre 
lors de la résolution du système composé des deux 
équations ? 

2) Voici la résolution du système avec« Xcas en ligne », 
où l’on a choisi à chaque fois un paramètre différent. 
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linsolve([x-2ÿ+3*z-5-0, 3x+y-2z+1=0], [x, yJ) 


y+ 
linsolve([x-2y+3*z-5=0, 3x+y-2z+1=0], [y, z]) 
[11x — 7,7x —3] 


Retrouver le résultat le plus simple, en choisissant 


correctement le paramètre. 


i Démonstrations 


Expression analytique du produit scalaire, 
p. 303 


x x 
Soient T | y | et J | y | deux vecteurs de l’espace 

1 

z > 


muni d’un repère orthonormé (O; 4,1), F). 
Notons M le point de l’espace tel que OM = T et m le 
projeté orthogonal de M sur le plan () engendré par 


le point O et les vecteurs Tet J. 


1) Montrons que ||#|| = 4/x2 + y2 +22. 


a) Pourquoi peut-on appliquer le théorème de 
Pythagore dans le triangle OmM? 

b) Quelles sont les coordonnées du point m dans le 
plan (2)? En déduire une expression de Om? en 


fonction de 


on de z. 
ion de OM en fonction de 


2) | + yy +zz/. 


rmules donnant le produit 
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Parallélisme de plans, p. 307 

Démontrons que deux plans (1) et (43) sont paral- 

lèles si et seulement un vecteur normal de l’un est un 

vecteur normal de l’autre. 

1) Supposons que les deux plans ont un même vecteur 

a 
normal # | b | et démontrons qu'ils sont parallèles. 
c 

Notons ax + by + cz +d = 0 l'équation de (24) ainsi 

que ax + by + cz + ô = 0 celle de (72) et intéressons- 

nous au système composé de ces deux équations, 

permettant d'obtenir l'intersection des deux plans. 

a) Démontrer que ce système est équivalent au sys- 


tème suivant : 


ax+by+cz+d = 0 
d- = 0 


b) Si d = ô, que peut-on dire de l’ensemble des solu- 
tions du système ? Conclure. 
c) Même question lorsque d Æ ô. 

2) Réciproquement, supposons que (24) et (>) sont 
parallèles et démontrons qu'ils ont même vecteur 
normal. Le cas où (21) et (P2) sont confondus 
amenant une conclusion évidente, traitons le cas où 
les deux plans sont strictement parallèles. On note 


a a 
Tı | b | et #2 | B | deux vecteurs normaux respec- 
c Y 


tifs de (21) et (22). 

a) En raisonnant par l'absurde, démontrer que 
(a;a) # (0;0) ou (b;B) # (0;0) ou (c;y) À 
(0;0). 

b) Admettons que (a;«) # (0;0) (la démonstration 
est identique dans les autres cas) et admettons que 
a Z 0. En considérant le système composé des 
équations des deux plans, démontrer que à Æ 0. 

c) Démontrer que ce système est équivalent au 


système : 


ax +by+cz+d = 0 
y(ab — aB) +z(ac— ay) +(aD —aô) = 0 


d) Justifier que ab — aß = 0 et ac — ay = 0. 

e) En déduire que #1 et #2 sont colinéaires et donner 
le coefficient de colinéarité. 

f) Conclure. 


Préparer le bac 


D’après Bac (Pondichéry - 2015) 
Soit ABCDEFGH un cube d’arête 1. 


Dans le repère (A; AB, AD, AE ), on considère les 
points M On) N (0o51) et P (io). 
1) a) Reproduire la figure et placer les point M, N et P. 
b) Démontrer que ces points ne sont pas alignés. 
2) Démontrer que le triangle MNP est rectangle en M. 
3) a) Déterminer les coordonnées d’un vecteur #, nor- 
mal au plan (MNP). 
b) En déduire une équation cartésienne de ce plan. 
c) Soit (A) la droite passant par F et de vecteur 


directeur #. Donner une équation paramétrique 


de (A). 
d) Soit K le point d'intersection de (MNP) et (A). 
Démontrer K o 
émontrer que K | z; 35} 35 |. 


e) En déduire le volume du tétraèdre FMNP. 


D’après Bac (Liban - 2015) 

Soit ABCDEFGH un cube d’arête 1. On note I le mi- 
lieu de [AB], J celui de [EH], K celui de [CB] et L ce- 
lui de [CG]. On se place dans le repère orthonormé 
(A; AB, AD, AÈ). 


e (FD) est orthogonale au 
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n cartésienne de (IJK). 
paramétrique de (FD). 


3) Déterminer les coordonnées du point M d'intersec- 
tion de (FD) et (IJK). 

4) a) Calculer l'aire du triangle IJK. 
b) En déduire le volume du tétraèdre FIJK. 

5) Les droites (IJ) et (KL) sont-elles sécantes? Si oui, 


en quel point? 


D’après Bac (Amérique du Nord - 2015) 

Soit SABDE une pyramide à base carrée ABDE de 
centre O. On note C le point de l’espace tel que 
(O :OÀ, OB, OC ) soit un repère orthonormé. Dans ce 


repère, soit S le point de coordonnées (0;0;3). 


S 


N 


PARTIE A 
1) Soit U le point de la droite (SB) de cote 1. Construire 
2 

U et démontrer que U (o; 3 “il 

2) Soit V le point d’intersection du plan (AEU) et de la 
droite (SD). Démontrer que les droites (UV) et (BD) 
sont parallèles. 
Connu V et déterminer ses coordonnées. 

3) Soit K | -;—-;0). 

) Soi É = 
a) Démontrer que K est le pied de la hauteur issue 
de U du trapèze AUVE. 


5 
b) Démonter que l'aire de ce trapèze est 15 


PARTIE B 


1) Démontrer que le plan (EAU) a pour équation 
3x — 3y +52 3 = 0. 

2) Donner une représentation paramétrique de la droite 
(d), orthogonale au plan (EAU) et passant par S. 

3) Déterminer les coordonnées du point H, intersection 
de la droite (d) et du plan (EAU). 

4) Le plan (EAU) partage la pyramide SABDE en deux 


solides. Ces deux solides ont-ils le même volume ? 
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Préparer le bac 


D’après Bac (Polynésie - 2015) 
Soit ABCDEFGH un cube d’arête 1. On note 1 le milieu 
de [AB], J celui de [DH] et K celui de [HG]. 


On se place dans le repère  orthonormé 


1) Démontrer que le vecteur CÉ est un vecteur normal 
du plan (IJK). 

2) Démontrer que la droite (BD) est parallèle au plan 
(IJK). 

3) Soit M un point de la droite (CE). Quelle est la po- 
sition du point M sur la droite (CE) pour laquelle le 
plan (BDM) est parallèle au plan (IJK)? 


D’après Bac (Métropole - 2015) 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé, on 
considère : 


e les points A(0;1; 


1) et B(—2;2; —1); 
e la droite (d) de représentation paramétrique : 


x = —2+t 
y = 1+t , tER. 
z = —l-t 


On note M un point appartenant à (d), de coordonnées 

(—2+u;1+u;—1 

1) Déterminer une représentation paramétrique de la 
droite (AB). 

2) a) Démontrer que les droites (AB) et (d) ne sont pas 


u), où u est un réel. 


parallèles. 


b) Démontrer que les droites (AB) et (d) ne sont pas 


3) ` ‘équation : 


z—3u =0 
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est orthogonal à la droite (d) et passe par le point M. 
4) Montrer que le plan (P) et la droite (AB) sont sé- 
cants en un point N de coordonnées : 
(—4 + 6u;3 — 3u; —1). 
5) a) Montrer que la droite (MN) est perpendiculaire à 
la droite (d). 
b) Existe-t-il une valeur du réel u pour laquelle la 
droite (MN) est perpendiculaire à la droite (AB) ? 
6) a) Exprimer MN? en fonction de u. 
b) En déduire la valeur de u pour laquelle la dis- 
tance MN est minimale et donner cette valeur mi- 
nimale. 


D'après Bac (Liban - 2014) 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si 
elle est vraie ou fausse et justifier chaque réponse. 

On se place dans un repère orthonormé de l’espace. On 
considère le plan (P) d’équation x — y + 3z +1 = 0 et 
la droite (d) dont un représentation paramétrique est : 


X NI 
z = —5+3t 


On considère aussi les points A(1;1;0), B(3;0;—1) et 
C(7;1; —2). 

Proposition 1 

Une représentation paramétrique de la droite (AB) est: 


x = 0); 
Z = —24+f 


Proposition 2 

Les droites (d) et (AB) sont orthogonales. 

Proposition 3 

Les droites (d) et (AB) sont coplanaires. 

Proposition 4 

La droite (d) coupe le plan (7 )au point E de coordon- 
nées (8;—3;—4). 

Proposition 5 

Les plans () et (ABC) sont parallèles. 


Produit vectoriel 
Dans un repère orthonormé direct (O ; 7, j, F) de l'es- 


pace, on considère les vecteurs non nuls et non coli- 


a a 
néaires T | b | et 7 | B |. On cherche les coordonnées 
C Y 


x 
y | d’un vecteur #, orthogonal à # et J. 
z 

1) Démontrer que x, y et z satisfont le système : 


ax+by+cz = 0 
ax + py+yz = 0 


2) Résoudre ce système en prenant z comme paramètre, 
c'est-à-dire en exprimant x et y en fonction de z. 
3) En déduire, en choisissant judicieusement une va- 


by — cp 
leur de z, que # | ca — ay | est une solution du pro- 
ap — ba 


blème posé. 


On dit que ce 7 est le produit vectoriel de T et Y 


(dans cet ordre) et on note n = w ^ ©. 


4) Calculer Ÿ ^ 1. Que remarque-t-on ? 


E Distance d’un point à une droite 

Dans un repère orthonormé (O; 7, 7, K) de l’espace, 

on considère les points A(x1;y4;zA) et B(xg;yg;zp) 

ainsi que le vecteur # = ai + Bi + yk. 

On note (d) la droite passant par A et dirigée par T. 

1) Soit H le projeté orthogonal de B sur (d). 
Démontrer que si M est un point de (d) autre que H 
alors BM > BH. 

2) On note H(x;y;z). 

a) Après avoir écrit une représentation paramétrique 
de (d), et en utilisant le fait que H € (d), démon- 


trer que la valeur du paramètre permettant d'ob- 
7 i AB 
ER 
> calculer BH. Est-ce une 


u point H est t = 


=æ T 2 
sement u - AB, démontrer 
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Approfondir 


Projection orthogonale sur un plan 
On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé 
(OR) 
PARTIE A 
Dans chacun des cas suivants, déterminer si H est le 
projeté orthogonal de A sur (P) : 
1) (P) a pour équation —2x + 3y — z +8 = 0; 
a) A(2;2;—4) et H(4;—1;—3); 
b) A(0;4;—4) et H(2;1; —3). 
2) (P) a pour équation 7x — 5y — 6z + 1 = 0; 
a) A(—5;5;1) et H(9;—5;13); 
b) A(7;—6;7) et H(0;—1;1). 
3) (Z) a pour équation L= a? +-z—--=0; 


2 3 


a) A(7;—2;4) et H (40:3 s 


43 2 
p a(-5:5;-2) auf) 


PARTIE B 
Déterminer, dans chacun des cas suivants, les coordon- 


nées de H, projeté orthogonal du point A sur (Z) : 
1) (P):x+y+z—1=0etA(1;1;1); 

2) (P) : 2x — 3y + 4z — 5 = 0 et A(1;2;3); 

3) (P) : —x — 2y + 11z +5 = 0 et A(—1; —4;3); 
4) (P) :ax+by+cz+d=0et A(«; b; y). 


EX Distance d’un point à un plan 
Dans un repère orthonormé (O; 7, F, K) de l’espace, 
on considère un point A(x4;ya;Zza) et un plan (#2) 
d'équation cartésienne ax + by + cz +d = 0 et de vec- 
teur normal 7. 
1) Soit H le projeté orthogonal de A sur (Z). 

a) Faire un schéma. 

b) Démontrer que si M est un point de (7) distinct 

de H, alors AM > AH. 
2) On pose AH = AF. 
axa + byA + CzA +d 
Kill 

b) En déduire une expression de AH en fonction des 


a) Démontrer que : À = — 


coordonnées de À, des coefficients a, b, cet d et de 
I7. 
3) Application. 
On reprend la figure de l'exercice où une équa- 
tion cartésienne de (FHI) est 3x + 3y + 2z — 5 = 0. 
Déterminer les distances des points suivants au plan 
(FHI): 
a) G; b) À; 


c) B; d) D. 
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Approfondir 


EF Perpendiculaire commune à deux droites MEÐ 
Soit (O;i, f, K) un repère orthonormé de l’espace. 
Soient A(—3 ; 4 ;5) et B(—4;—1;—1) deux points et 

—2 —1 
T| 1 letw| 1 

1 0 
On considère la droite (d) engendrée par A et {T ainsi 


deux vecteurs. 


que la droite (A) engendrée par B et ©. 

On cherche deux points K et L tels que K € (d), L € (A) 

et (KL) soit perpendiculaire à (d) et (A). 

1) Représenter la situation dans un logiciel et conjectu- 
rer une solution au problème. 

2) On note AK = kT et BL = I, où k et 1 sont des réels. 
Déterminer les coordonnées de K, de L puis de KL en 
fonction de k et 1. 

3) Démontrer que (KL) est perpendiculaire à (d) et (A) 


si et seulement si : 
2k=1 —3 
—3k+21 = 4 


4) Résoudre ce système puis en déduire les coordon- 


nées des points K et L. 
5) Calculer la distance KL. 


EX Pian médiateur 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé, on consi- 
dère les points A(4;2;2) et B(—9; —10;2). 
On note £ l’ensemble des points M(x;y ;z) de l’espace 
tels que MA = MB. 
1) Démontrer que & est le plan d'équation : 

26x + 24y + 161 = 0. 


Par définition, on appelle plan médiateur d’un 


segment [AB] l’ensemble des points M de l'es- 


pace équidistants de A et B. 
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2) a) Démontrer que le milieu de [AB] appartient à £. 
b) Démontrer qu'un vecteur normal à & est coli- 
néaire à AB. 
c) En déduire une caractérisation de &. 
EX intersection d’une sphère et d’une droite 
On munit l'espace d’un repère  orthonormé 
(O; 7, rs K). On considère les points A(1;—2;2), 
B(1;—5;4) et C(—1;3;—1). 
Le but de l'exercice est de déterminer, s'ils existent, les 
points d’intersection de la sphère .7 de centre A et de 
rayon 3 avec la droite (BC). 
1) a) Représenter .7 ainsi que (BC) avec un logiciel de 
géométrie. 
b) Construire leur intersection. 
2) a) En procédant de la même façon que pour le cercle 
en classe de Première S, déterminer une équation 
de 7. 
b) Déterminer une représentation paramétrique de 
la droite (BC). 
3) Résoudre le système composé des équations de .7 et 
de (BC) et en déduire la réponse au problème posé. 


|86 | Intersection d’une sphère et d’un plan 
Dans un repère orthonormé (O; 7, f, K) de l’espace, 
soit .7 la sphère de centre A(1; -2;3) et de rayon V10. 
On considère aussi le plan (7) passant par O et dirigé 
par 7 et k. 
1) a) Représenter .7 ainsi que de (2) dans un logiciel 
de géométrie. 
b) Construire leur intersection. Quelle semble être la 
nature de cette intersection ? 
2) a) Déterminer des équations de .7 et de (P). 
b) Résoudre le système composé des équations de 7 
et de (P) et retrouver le résultat conjecturé à la 
question 1)b). 


Je teste mes connaissances 


À la fin de ce chapitre, je dois être capable de : 


Calculer un produit scalaire Déterminer une équation cartésienne d’un plan 
> avec la formule utilisant le cosinus > connaissant un point et un vecteur normal 

> avec les projetés > connaissant trois points non alignés 

»> avec les propriétés algébriques, en décomposant Déterminer l’intersection 

> avec les formules des carrés scalaires > d'une droite et d’un plan 

> avec les coordonnées dans un repère orthonormé > de deux plans 


Utiliser un produit scalaire 
> pour calculer la mesure d’un angle 


> pour démontrer une orthogonalité 


Des ressources numériques o 
3 -Ó I pour préparer le chapitre sur \ 
QCM d’auto-évaluation aaga : À 


Pour chaque question, plusieurs réponses sont proposées. Déterminer celles qui sont correctes. 


Pour les exercices EY à on considère le cube 
ABCDEFGH d’arête 2 ci-contre. 

On note I le milieu de [HG], K celui de [BC] et J le 
centre de la face ADHE. 


Lorsque cela sera nécessaire, on se placera dans le 


TT 1=< 
repère orthonormé (a; 74B ;AD, 572) 3 


Pour calculer le produit scalaire EH - EÍ, il est préférable d'utiliser : 
(a) une projection (b) une formule avec les carrés (©) les coordonnées 
scalaires 


Pour calculer le produit scalaire TÈ - IF, il est préférable d'utiliser : 


@ la formule avec le cosinus (b) une projection (c) une formule avec les carrés 


scalaires 
I it scalaire BJ - BÍ, il est préférable d'utiliser : 
( (b) des décompositions (©) les coordonnées 
it scalaire BI - FG, il est préférable d'utiliser : 
(b) des décompositions (©) les coordonnées 
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El F Ei = 
© 0 & 2 © 4 
A À F= 
©3 OK © 9 
5.51 - 
@ 1,5 ®) 3 © 6 
E 7i Fe- 
©2 Ok ©8 
ñ.n- 
© -4 OL Ce) 4 
EJ Une valeur approchée de l'angle JBI au centième de degré est : 

Bj.Bi 3 
(a) BJ x BI (b) 0,82 © 35,26 


Déterminer un vecteur normal au plan (BJT) revient à résoudre le système : 


—2a+b+c = 0 —2a+b+c = 0 —a+2b+2c = 
ai i d 


—a+2b+2c = 0 a+b+c = 0 a+b+c = 


EJ Un vecteur normal au plan (BJI) est: 


0 0 0 
@?| v2 ®© %|-2 ©%| 4 
-v2 2 —4 
|99 | Une équation cartésienne du plan (BJI) est : 
@-x+y+1=0 @) -x+z+1=0 © —-y+z=0 


L'intersection de la droite (EK) et du plan (BJI) 


‘à EN (b) est M(4;2;2) (c) est la droite (EK) (d) n'existe pas 
i coite (HB) et du plan (BJI) 
( (b) est M(1;1;1) (©) est la droite (HB) (d) n'existe pas 


Optimized usin GH. LĽ'intersection de la droite (KL) et du plan (BJI) 
trial version » (b) est M(2;1;1) (©) est la droite (KL) (d) n'existe pas 
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Un vecteur normal au plan (EKI) est : 


4 4 
@) 7 | -2 @) # | -2 OK 
-3 3 —3 


Une équation cartésienne du plan (EKI) est : 
(a) 4x — 2y +3z—-6=0 (b) 4x — 2y +3z +6 =0 (c) 4x — 2y- 3z- 6 = 0 


L'intersection du plan (EKI) et du plan (BJI) 


X = t 
(@) est(d):4 y = 6-4 , tER (c) est le plan (EKI) = (BJI) 
z = 6—4t 
x = 1,5=0,25t 
(b) est (d):4 y = t , tER (d) n'existe pas 
Z = t 


Pour les exercices à on considère le cube 
ABCDEFGH d'arête 1 ci-contre. 

On se place dans le repère orthonormé 
(A :AB, AD, AË). 


Un vecteur normal au plan (BGE) a pour coordonnées : 


= 1 1 
@ [1 @) |-1 © 

—1 1 0 
Le point d’intersection de (FD) et de plan (BGE) a pour coordonnées : 

231 2 1 2 12 2 
a 3733 ® 3'3°3 © 3'373 
Le triangle BGE est : 
(a) rectangle en G (b) isocèle en B (©) équilatéral 


i E est : 
( @) v2 © 
re BGED est: 
0 ©! © À 
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Travaux pratiques m” 


TO Aire minimale 


Dans un repère orthonormé (O; i, j, K) de l’espace, on considère les points A(5;0;0), B(0;10;0) 
et C(2;1;5). On considère aussi un point M mobile appartenant au segment [AB]. 

Le but de ce TP est de déterminer la valeur minimale de l’aire du triangle OMC ainsi que la ou 
les positions du point M rendant cette aire minimale. 


EX Étude expérimentale 
Réaliser la figure à l’aide d’un logiciel de géométrique dynamique puis faire afficher l’aire du 
triangle OMC et conjecturer une réponse au problème posé. 
Déterminer une équation paramétrique de la droite (AB) en utilisant le point A et un vecteur 
directeur le plus simple possible (on notera t le paramètre). 


E] Étude théorique 


C 
Notons H la projection orthogonale 


de C sur (OM). 


M 


1) Déterminer une équation paramétrique de la droite (AB) (on notera t le paramètre) puis en 
déduire les coordonnées de M en fonction de t. 
2) a) Déterminer une équation paramétrique la plus simple possible de la droite (OM) (on 
notera 5 le paramètre). 
b) En déduire que les coordonnées du point H sont : 
H ((5— t)s;2ts;0) où s=  — 
H—20t+5 
3) On note f : t > “omc. 
a) Après avoir exprimé sucessivement la base OM et la hauteur CH du triangle OMC en 
fonction de t, déterminer une expression de f (t). 
On pourra s'aider d’un logiciel de calcul formel. 
b) Établir le tableau de variation de f. 
c) En déduire les coordonnées des points H et M minimisant l'aire du triangle OMC, ainsi 


que cette aire. 


Prolongement et questions ouvertes 
‘la valeur de t rendant minimale l'aire de OMC est aussi la valeur de t 


ales chacune des distances CH et OM. 
est-elle toujours vraie ? Argumenter. 
de géométrique dynamique, faire afficher le lieu de H lorsque M parcourt 


mnjecture peut-on faire ? 
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Travaux pratiques 


TP Symétrie orthogonale par rapport à un plan INFO 


Dans l’espace, on appelle symétrie orthogonale par rapport au plan (7) la transformation 
qui laisse invariant tout point de (F) et qui à tout point M n'appartenant pas à (Z), associe 


le point M’ tel que (P) soit le plan médiateur du segment [MM]. 
P q P 8 


Dans un repère orthonormé (O; T, f, E) de l’espace, on considère un plan (7) d'équation 
cartésienne ax + by + cz + d = 0 et un point M(xm;ym;zm). 

On souhaite déterminer les coordonnées (X ; Y ; Z) du point M’, symétrique de M par rapport 
à (P). 


EX Mise en équation et résolution 
1) a) Que peut-on dire du vecteur MM et du plan (Z)? 
b) Traduire vectoriellement cette information. 
2) On note H l'intersection de (P) et (MM). 
Donner une expression des coordonnées de H en fonction de celles de M et de M’. 
3) a) En déduire que X, Y et Z sont solutions du système suivant, où k est une inconnue à 


préciser : 
X = ka+xm 
Y = kb+ YM 
Z = kc+zm 
a(X + xm) +b(Y +ym)+c(Z+zm)+2d = 0 


b) Résoudre ce système à l’aide d’un logiciel de calcul formel. 


E] Expérimentation avec un logiciel 
Soient M(1;—1;3) un point de l’espace et (7) le plan engendré par les points A(2 ; —2 ;1), 
B(—-1;-2;3)etC(1;1;1). 
1) Déterminer une équation cartésienne du plan (Z). 
2) a) Avec un logiciel de géométrie dynamique, placer les points A, B C et visualiser (Z). 
b) Placer M puis M' en lui donnant les coordonnées trouvées dans la partie 1. 
Vérifier que la construction est cohérente. 
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Travaux pratiques 


TP €» Plan tangent à une surface 


Dans l’espace muni d’un repère orthonormé, on considère la surface, notée (.7), d’équation 
z = x? + y. On souhaite déterminer l'équation cartésienne du plan (.7), tangent à (.7) au 
point A(1;1;2). 
1) Vérifier que A appartient bien à (.7). 
2) On se place dans le plan (7) d’équation x = 1. 
a) Peut-on donner une équation de ce plan sous la forme z = ...? Si non, donner une 
représentation paramétrique de ce plan. 
b) On note (€) la courbe intersection de (P) et (.7). Démontrer qu’une équation de (€) 
dans le plan (P) estz = 1 + y. 
c) Expliquer pourquoi, dans l’espace, z = 1 + y? n’est pas une équation de (#). Déterminer 
une équation paramétrique de (6). 
d) Voici une capture d'écran du logiciel Maxima, permettant de représenter graphiquement 
(7), (2) et (€): 
(šil) load(draw)$ 
draw3d(color = blue, 
explicit(x"2+y"2, x,-3,3,y,-3,3), 
color = brown, 
parametric surface(l,u,v, u,-3,3, v,-3,18), 
color = green, 
line width = 5, 
parametric{(l,t;1l+t"2, t,-3,3) 
); 
Recopier et expliquer chacune des intructions. 
e) Démontrer que dans (F), une équation de (dy), tangente à (#) au point À, est z = 2y. 
f) Donner une représentation paramétrique de (dy) et la représenter avec le logiciel. 
3) Reprendre le raisonnement précédant dans le plan (2) d'équation y = 1. 
On notera (dy) la tangente obtenue. 
4) a) Démontrer que le point A et les deux droites (dx) et (dy) définissent bien un plan. 
b) Donner une équation cartésienne de ce plan, sous la forme z = 


c) Représenter ce plan ainsi que (.7) et observer que ce plan est bien le plan (.7) recherché. 


M Récréation, énigmes 


1) En chimie, certaines molécules présentent une géométrie tétraédrique. 
a) Citer quelques molécules de ce type. 
b) Quel est l'angle formé par l'atome central et deux atomes périphériques ? 


2). a science qui a pour objet l'étude des substances cristallines à 
] 
i s de cristaux et donner leur forme géométrique. 
| èdres de ces polyèdres ? 

3) . ır modèle géométrique l’icosaèdre tronqué. 


res entre les deux types de faces ? 
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In 


Em, 
EM D F(x)= 7 +7 +LKER 
2) F(x) =In(x)+x+k,kEIR 
3) F(x) = i 2Vx+kkER 
4) F(x) = — cos(x) — sin(x) + k, k € R 
EJ D F(x) = o +1) +k,ke R 
2) F(x) = sm +1)+k,ke R 
1 
3) F(x) = Cani keR 
4) F(x) = —e? +k,kE R 
1 
E D 1+]= f dx=1. 
Lx 
e 
= [in(e* +2)]; 
= ln(e +2) — In(3). 
Ni = ln(e +2) —In(3)) +1 


RE RE 
—In(e +2) +In(3)) +1 

= < — 

EJ 1) a) N(2) = 2° +2 x 22 — 16 = 0. Ainsi 
N(x) = (x — 2) (ax? + bx + c) = 
ax? + (b — 2a)x? + (c — 2b)x — 2c. Par 
identification, on trouve a = 1, c = 8 et donc 
b = 4. On a donc N(x) = (x — 2) (x? + 4x +8). 


b) f(x) — g(x) = LA On en déduit le 


tableau de signs suivant : 


x? +4x +8 


Sur [0;2], f(x) < g(x) et sur [2; +|, g(x) < f(x). 


2 
-r)a- 


EM 1) 1< 4/1+cos2(x) < V2. 
2) m< I< nv2 


Auto-évaluation QCM 


EA 6) E 6) [24 (©) 
EH @ F3 © a © 
EH © HOO MO 
I © IE (©) IE @ 
I HOO mO 
m ©) WOO mO 


Nombres complexes 


Auto-évaluation 

EE 1) A(x) = (2— x)(2+x) B(x) = (2x — 4)(2x + 4) 
C(x) est la somme de deux carrés, l'expression ne 
peut pas être factorisée à l’aide des nombres réels. 
2) Pour F(x) le discriminant vaut 
A = 25 — 24 = 1. Il y a donc deux racines xı = 2 et 
x2 = 3. On a donc la factorisation : 
F(x) = (x —2)(x — 3) 
Pour G(x) le discriminant vaut A = —3. Il n’y a 
pas de racines. L'expression du second degré ne 
peut pas être factorisée. 


E D à AÈ(1;—6) 
b) (2; -8) 
c) (0; —-4) 
d) (5; —18) 


1) Les valeurs sont successivement : 0, 7/6 
2) Oui. 
3) Non, car f(3) = 


EX D x= 
T 

2) x= —— 

) x 3 


ME 
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S’entraîner PE go 
EH 1) Réel, Re(z1) = 2, Im(z1) = 0 et (z1) = 2 De A 7 
2) Complexe quelconque, Re(z2) = 1, Im(z2) = 2) e 7 5) eiT 
3) Réel, Re(z3) = V3, Im(z3) = 0 Z m 
4) Complexe quelconque, Re(z4) = —3, 3e 5 6)e6 
Im(z4) = V2 
5) Imaginaire pur, Re(z5) = 0, Im(z5) = . | | | | 
6) Complexe quelconque, Re(z6) = —5, D2(1+2i) =2+4i 3) 2i(3 — 2i) = 4+ 6i 
waea. Di(B3+i)=-1+3  ®(1+2)(-2- 2i) = 
3 i 2—6i 
7) Complexe quelconque, Re(z7) = z 
Im(z7) = —1 
8) Nombre réel. Re(zg) = —3 1) zp = —3 + 3i 
2) z; = -7 
E D4+i 3) —2 
2) 6 —3i 4) 2 + z 
2 EA Dans chaque cas, on isole l’inconnue z et on met le 
quotient complexe sous forme algébrique. 
EJ 1) z = -2 +i 3) z3 = 20 — 4i pesi- li a 
2) 2 =3 4) z4 = 2i 1+i 2 
2) TH ou 3i 
EJ D z4 = 4+4 3— 4i 
J= a 
4 4) —1+3i 
4) zp = —3i 
Fe ce Bl 1) 22 -3z = 0 4 z(z - 3) = 0 4> z = 0 0u 
6) zr = 163i 2—3 
Ae 2) On a A = —64 et deux solutions complexes : 
8) zg = —4i 1— 2i 1+2i 
9) z; = 2 " 
3) On a A = —3 et deux solutions complexes : 
EJ 1) z; est sous forme trigonométrique et on a =- ou <an 
al = 5 et arg(z1) = 5. 4) On a A = 76 = 2V19 et deux solutions réelles : 
2) z2 n'est pas sous forme trigonométrique. 3— v19 3+ V19 
3) z3 est sous forme trigonométrique et on a 2 2 
Iz3| = V2 et arg(z3) = 7 
4) z4 est sous forme I etona BEJ 1) C'est la demi-droite issue de l’origine (exclue) 
|za| = 1 et arg(z4) = 5 et formant un angle de Z avec l'axe des abscisses. 
í ie trigonométrique. 2) C'est le cercle de centre l’origine et de rayon 5. 
ie trigonométrique. 3) Ce sont les deux points du cercle de centre 
onométrique o l'origine et de rayon 3 qui sont situés sur l'axe des 
= 3 et arg(z7) = LÉ abscisses. 
onométrique et on a 4) C'est la partie de l'axe des réel avec une partie 
Optimized using réelle négative (sauf l’origine). 
trial version 
www.balesio.com 
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1) |zı| =7 et arg(z1) = 
2) |z2| = 2 et arg(z2) = 


G D arg(z - 1) = à; AM avec A d'affixe 1. 
L'ensemble de points demandé est donc la droite 
passant par A perpendiculaire à l'axe des réels ; 
sauf le point A. 

2) |z—3| = 2 signifie que BM = 2 avec B d’affixe 
3. C’est donc le cercle de centre B et de rayon 2. 

3) |z — iļ = 5. C'est le cercle de centrer J d’affixe i 
et de rayon 5. 

4) 2arg(z) = 0 <= arg(z) = kr avec k € Z. Les 
points M sont donc ceux de l’axe de réels sauf 
l’origine. 


1) Voir preuve dans le cours. 


D à 22 - 1= 3i (1—3i)(-3+2i) 
ZB—Z4A —3—2i 13 E 

Bi 

L = 51 Donc l'argument du quotient précédent 


vaut Z. L'angle (2È, 3) est droit et le triangle 
est donc rectangle en B. 


b) ZB—Z2C _ 3—i _ (B3—i)(—1+3i) _ 
Ba —l-3i 10 z 

T = i. Donc le triangle est rectangle en B. 

à 2%. erd 6+4i)(2-3i) z 
ZB — ZA 2 + 3i 13 


Donc le triangle ABC est rectangle en B. 
3) Dans le cas a)on a 


1 1 
AB = |zg — za| = —|28 — zc| = 7 BC par les 


le module. Donc le 

en B. Même 

sc). 

on a bien 

nc BA = BC et le triangle 
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EN D Ona [a] = ZDA = VE 2 3. Onen 
déduit que 

V6 1\_ ve . 1. . 

(6-5 = 2 "7 9 . Ce qui 


donne l'écriture trigonométrique de z. On en 
: T 
déduit |z| = V2 et arg(z) = EA 
De même |z'| = v2 et arg(z') = 7. 
Par les règles sur les modules et les arguments : 


= letarg (5) = 


7 D: 

aja - 
z! 2(1 —i) 

(V6 + V2) +i(v6- V2) 
— r 
3) On a donc eai v?) ue v?) = 

7T FL TT 2 
cos (5) +isin (Z) Cela donne le résulat 
demandé par égalité des parties réelles et 
imaginaires. 
1+i V2eit iZ 
SR T D = 
E D Ii ot e i 


Auto-évaluation QCM 


HE © D © 12110) 
BO BO H © 
EO BO En © 
EE © IE © EO 
Hi © BO EO 


Chapitre G2 


Espace : droites, plans et vecteurs 


Auto-évaluation 

EH 1) EB = v2a 
2) FBC est un triangle rectangle isocèle en B. 
3) EB = BG = GE = V?2a donc EBG est 
équilatéral. 
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HA o V= M 0 AÏ+CD- C= FG; 
3 > 
AË + CD — FÈ = BÈ; 


a 
2) VABDE = — 2 
6 3 3) FD+CB+DG= 0. 


a 
3) Veccrenp = V — VABDE = € 


<= 


— 


1 
E D AË(-3; — ee 2; —3,3). Ha FÌ = -34b - AÈ. 
—3 x (—3,3) Æ 2) x (—5) donc AB et AĞ ne 2) AÔ = AB + JAD + SAË. 
sont pas colinéaires donc A B et C ne sont pas 


eg 


alignés. 
2) M € 9 si et seulement si EM et AB sont E 1 AË(2; 4); AC, —5;1) et BC 3; —4;5). 
colinéaires, d’où le résultat. 2) À TL: ; E 7a 4; —17;16). 
3) BÈ(3 ; 2) donc 2BÈ(6 ; 4) et —3AB(9 ; 15) donc 
AË(15 ; 19). 
D'où F(16 ; 23). EX 1) C(4:4:3); 
2) AË(-2; —2;5) et D(2;2;8); 
EJ 1) (1; 1) est le couple solution. P K(23,53,5). 
2) (3; 9) est le couple solution. 
—16 —43 ; 
3) (zo ; zg) est le couple solution. 1) Représentation paramétrique de la droite A : 
x=2+2t 
S'entraîner y=5-t RER 
EX 1) (DB) et (EF) non coplanaires ; z=-1+4 


2) (IJ) et (AF) parallèles ; 2) Le point B n'appartient pas à A. 
3) (IC) et (AB) non coplanaires ; 
( 


D T (4; 0; —1) dirige A et A(—3 ; 2; 0) appartient 
à A. 
E 1) (DCG) et (AEF) parallèles; 
2) (IJA) et (HDC) sécants selon (IJ); 1) L'intersection du plan (BIJ) avec la face EABF 
3) (IJE) et (CKL) parallèles. est le segment [BI]. 


2) L'intersection du plan (BIJ) avec la face DCGH 


1) (1J) parallèle à (ABF); est la parallèle à (IB) passant par J. C'est le 


2) (IJ) et (BCG) sécants; 
3) (KE) est incluse dans (ABF). 


segment [JH]. 


EX 1) un Lan 


1ogonales. 
2as orthogonales 


hogonales. 
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1) Les droites (BC) et (BF) sont deux droites 


sécantes du plan (BCG) et, par propriété du cube, 


(AB) L (BC) et (AB) L (BF). 
Donc (AB) est orthogonale au plan (BCG). 
2) (AB) est orthogonale au plan (BCG), donc 


(AB) est orthogonale à toute droite du plan(BCG), 


et en particulier, (AB) et (CF) sont orthogonales. 


2 2 2 
-ZAÈ — SAD F SAÈ et 


CÈ = -AÈ — AD + AÈ = SM 


=> 
Donc CÈ et CM sont colinéaires et les points C, E 
et M sont alignés. 


3) EN = EÀ + AN = FÈ + ŻAB + BÈ + £F = 


2 
SEG. Donc N € (EFG) et les points E, F, H et N 
sont coplanaires. 


EA 1) AD(-2; —3; —5). D'autre part: 
AÈ(5 ; 3; —1) donc 2AË(10; 6; —2) et 

pa 410 > 20: b). 

-3; —5). Donc 


vecteurs AÈ, AČ et AD 


es points A, B, C et D 
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EJ A a pour vecteur directeur X (—1 5.351) 


1) d a pour vecteur directeur F(—1; 2; —1) qui 
n'est pas colinéaire avec T. A et d sont donc soit 
sécantes, soit non coplanaires. 


x —=l—# —k—=1-1t 
y = —2 + 3t 3+2k = —2 + 3t 
z=—l+t 4—k= —1+t 
x = —k x = —k 
y=3+2k y =3+2k 
z=4—k z=4—k 
k=ł=1 k=2 
—2+3t=1+2t t—=3 
A—t+1—=-1+t t=3 

s 
x= —k x = —2 
y =3+2k y =7 
Les droites d et À sont donc sécantes en 
A(—2; 7; 2). 


2) d a pour vecteur directeur vise) qui 
n'est pas colinéaire avec T. A et d sont donc soit 
sécantes, soit non coplanaires. 


x=1-t 1+k=1-—t k = —t 

y=-2+3 |-2k=-2+3 |t=2 

z=—l+t 3—k= -1 +t 3= —1!!! 
ka s 

x=1+k x=1+k x=1+k 

y = —2k y = —2k y = —2k 

z=3—k z=3—k z=3—k 


Le système n'admet pas de solution et les droites d 
et À sont donc non coplanaires. 

3) d a pour vecteur directeur Tv (1 ; —8; —1) qui 
est pas colinéaire avec TÌ. A et d sont donc 
parallèles. B(1 ; —2; —1) € A. Vérifions si B € d 


pour savoir si elles sont confondues : 


1=1+k k=0 
—2 = —2k < şk=1 
—1=3-—k k=4 


Il n'existe pas de réel k tel que les coordonnées de 
B vérifient le système, donc B n'appartient pas à d 
et les droites d et A sont strictement parallèles. 
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; . 2 
Auto-évaluation QCM ra 1) a 3) -7 
EI @ HO«©Q HO : 
EM KO) EH) «© AOOO ta Li 
36 © © @ «© © 
© © E 0 3) a? 
Chapitre G3 2) 0 4) a 
Produit scalaire dans l’espace et applications 2 
Auto-évaluation OES 
EJ 1) À -v = —6 donc non. 
EE 1) 16 3) —2.25 O | 
he ro 2) w -v = 0 donc oui. 
7 3) À - Ÿ = 0 donc oui. 
; 4) À - 7 = 2V3 donc non. 
D AB-AD=; (]A8+25|? - AB 2 
= |A5] 2) (5 4 2) =5 1) EF car il est orthogonal à FG et FB 
2) a) AB- AD = AB x AD x cos BAD = 2) GD car il est orthogonal à CH et BC 
8 cos BAD donc cos BAD = TA d'où 
BAD x 71,8°. EX 1) (ABCD) car BF est orthogonal à BC et BÅ 
b) BD? = (BÅ + AD} = 2) (BDHF) car AC est orthogonal à BD et BF 
BA? + 2BÀ . AD + AD? = 16 — 5 +4 = 15 d’où le 
résultat. 2 2 
D # | -6 3) 7 | 8 
1) en 
2 10 
a) (1;1;1) c) (0;0;1) a i 
b) (0;0;1) d) (0;1;0) EE / B 
2) 2) n 1 4) ñ | —1/2 
1 
a) (1;,0;0) o (1;1;1) i 3 
b) (1;0;0) d) (1;0;0) 
3) ET 1) 2x—3y+z+1=0 
à (13) o (0:3:3) 2) 5x—y+22+7=0 
a Ka 3) -7x + 2y -4z -3 = 0 
b(0:3:3) d (3: 53) 4) 4x —2y+z=0 
S’entraîner On se place dans le repère orthonormé 
EH 1) |7| =2 J7- 73 (A; AB, AD, AÈ). Dans ce repère, B(1;0;0), 
2 |? =3 4) 0 = 60° C(1;1;0) et H(0;1;1). Ainsi, O, milieu de [BH] a 
0,5 
données O L 11 OB | —0,5 | et 
A 3) -7 pour coor 50 , 
4) —17 —0,5 
0,5 
4) 2? OÙ 0,5 | donc OB:OC = 0,25. De plus, 
5) a2 —0,5 
Opt duo 6)0 OB —0,5V3 donc OB- OČ = 0,25 x 3 x cos(x) et 
SO ra ainsi, cos(a) = 3 donc à ~ 71°. 
www.balesio.com 
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EJ 1) 1j =IG} GÍ = JG + TA donc J appartient au 
plan engendré par I, IG et TÅ. 
2) a) FK- IJ = (FG+GK)-HC = 
FG- HC + GK - HC. D'une part, FG est un vecteur 
normal au plan (CDGH) donc est orthogonal à 
HC. D'autre part, (GK) et (HC) sont les 
diagonales d’un carré, donc orthogonales. Ainsi, 
FK-IJ=0. 
b) FK. AÍ = FK- JG = FG- JG + GKR- JG = 
1x = +CR-JA+CR Hë = L+R JR. 
Or, JH est un vecteur normal au plan (CDGH) 
donc orthogonal à GK. Ainsi, FK- AÏ = 0. 
c) (FK) est orthogonale à deux droites sécantes du 


plan (AIG), donc orthogonale à ce plan. 


(P):x+2y—3z+d=0,d E€ R.A € (2) donc 
—1+4+3+d = 0 & d = —6 et donc 
(P):x+2y—-3z-6—0. 


2 1 
EG AB | 3 | AC |2 qui ne sont pas colinéaires 
—2 0 
a 
donc (ABC) existe. On pose # | b 
c 


et on obtient 


2a+3b—2c = 0 


4x —2y+z+d=0Q0et 
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1 
EA (d) est dirigé par T | 2 | et un vecteur normal à 
—1 
—2 
(Z) est T | —3 |. T- n = —9 donc (d) et (2) se 
1 


coupent en un point P(x;y;z) tel que : 


= —7+t 
4+2t 
= —5-t 
= —2x—3y+z—6 


O N & H 
II 


—4. Le 


Ainsi, t = —1 et donc x = —8, y = 2 et z 
point d’intersection a pour coordonnées 


(—8;2;—4). 


1 —1 

GJ zı |1letm]| 4 
2 —5 
pas colinéaires, donc (24) et (22) se coupent 


. Ces deux vecteurs ne sont 


selon une droite (d). On résout : 


x+y+2z-3 = 0 
—X+4y—-5z2+6 = 0 
x+y+2z-3 = 0 
5y—3z2+3 = 0 


5 13 
Ainsi, z = 1 + zyetx= 1— 7 y et donc (d): 


= 1— >t 
3 
y = t ,tER 
5 
= 1+-t 
2 t3 


EO aO EI ©) 
EU (2) ) EN ©) EA @) 
EX ©) EJ () ES ©) 
ES ©) H@bO AOOO 
EI (©) I (2) oO 
wE (d) ME (b) ILE (2) 
ES (a) (b) IG (a) (b) EO) 
KE ©) noO) EU @) 
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